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DETERMINING THE NATURAL FREQUENCIES 
OF BENDED BEAMS 

 
This paper presents the natural frequencies obtained from modal 

analysis, performed with ANSYS software, for the first 60 vibration modes of a 
bended bar (L shape) without defect and with defects situated on three different 
locations along the column. The research was made in order to highlight the 
changes of the structure’s dynamic behaviour in terms of natural frequencies. 
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1. Introducere 
 

În prezent există mai multe metode de detectare a zonelor cu 
defect printre care amintim: ● metode locale – în care controlul este 
realizat pentru o suprafaţă restrânsă, redusă la zona cu defect; ● 
metode selective – la care controlul se face integral pentru un element 
de rezistenţă de dimensiuni relativ mari; ● metode globale – controlul 
se face pentru întreaga structură, în timpul controlului nefiind necesar 
accesul în zona cu defect. Metodele globale se bazează pe achiziţia 
semnalelor dinamice de răspuns ale structurii, în general rezultate din 
măsurători de vibraţii. Prin aceste metode se urmăreşte identificarea 
defectelor structurale din răspunsul modificat al semnalului de vibraţie, 
fiind de obicei utilizate frecvenţele proprii sau forma modurilor proprii. 
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2. Determinarea frecvenţelor proprii pe baza  
unui model discret 

 
În cazul structurilor plane sau spaţiale determinarea frecvenţelor 

proprii este mai dificilă decât în cel al barelor, întru-cât nu sunt 
cunoscute metode ce consideră sistemele ca fiind continue. 

În literatura de specialitate este prezentat calculul frecvenţei 
proprii pentru un sistem discret cu două grade de libertate. Pentru o 
bară cotită (figura 1) compusă dintr-un element vertical (stâlpul) 
respectiv unul orizontal (grinda), ambele de lungime L, având la capătul 
liber o masă concentrată m, coeficienţii de flexibilitate sunt:  
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Fig. 1  Model discret cu două grade de libertate şi masă concentrată  
în capătul liber 
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Căutând soluţii de forma: 

)tcos(u)t(z

)tcos(u)t(y

2

1

ϕω

ϕω

−=

−=
                                     (3) 

Se obţine sistemul de ecuaţii 
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3. Determinarea frecvenţelor proprii pe baza  
unui model discret 

 
În această secţiune se analizează o bara cotită ca cea descrisă 

anterior, cu diferenţa că masa structurii este repartizată uniform şi nu 
concentrată la capătul liber, iar asupra acesteia acţionează doar 
acceleraţia gravitaţională (figura 2). 

Determinarea frecvenţelor proprii aferente fiecărui mod de 
vibraţie s-au realizat cu programul ANSYS modulele Structural Static şi 
Modal. Dimensiunile elementelor barei cotite sunt:  
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- stâlpul cu dimensiunile 600x50x5 mm  
- grinda cu dimensiunile 400x50x5 mm  

iar materialul asociat este oţel, cu proprietăţile mecanice prezentate în 
tabelul 1. 

 
 

 

 

Fig. 2  Bară cotită 
 

 
Tabelul 1  

Limita 
de 

curgere 

Limita 
de 

rupere 
Densitatea 

Modulul de 
elasticitate 
longitudinal 

Coeficientul 
lui  

Poisson 
Masa barei 

[N/mm2] [N/mm²] [kg/m³] [N/mm2] [-] [kg] 

250 460 7850 2x105 0,3 1,9527 

 
Modelarea şi discretizarea cu elemente finite s-a făcut pentru 

bara intactă şi pentru bara cu trei scenarii de defect:  
 

1,0Lx SC = ; 5,0Lx SC = ; 9,0Lx SC = . 
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Fig. 3  Bară cotită încastrată în planul XZ asupra căreia  
acţionează acceleraţia gravitaţională 

 

 
 

 

Fig. 4  Bară cotită rezultată după discretizare  
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În urma discretizării cu elemente de dimensiune medie de 2 mm 
au rezultat pentru cazurile analizate un număr de noduri şi elemente 
prezentate în tabelul de mai jos (Tabelul 2 - rezultatele obţinute prin 
discretizare). 

Tabelul 2   

Tip placă Număr total de noduri Număr total de 
elemente 

Bară cotită fără defect 192510 37350 
Bară cotită cu defect 192844 37375 

 
Bara cotită s-a fixat prin încastrare în planul XZ. În urma simulării 

s-au obţinut 60 de moduri de vibraţie, cu valorile prezentate în figura 5. 
  

 
 

Fig. 5  Graficul frecvenţelor proprii în cele 60 de moduri de vibraţii 
 

Din grafic s-au extras trei moduri relevante ale stâlpului de 
încovoiere care sunt prezentate în tabelul 3 (rezultatele obţinute prin 
analiza modală) cât şi în figura 6. 

 
  Tabelul 3  

Nr.  
mod 

Fără  
defect xC / LS = 0,1 xC / LS = 0,5 xC / LS = 0,9 

21 1588,044265 1583,911161 1589,808327 1583,167 
22 1755,935715 1718,689169 1703,082276 1721,586 
23 1760,686451 1751,660362 1755,363851 1750,83 
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Din graficul de mai jos se poate observa că există o legătură 
directă între frecvenţă și poziţia defectului pe bară, cu cât distanţa de la 
încastrare până la defect este mai mare, cu atât valoarea frecvenţei 
barei cu defect se apropie de cea a barei fără defect. 
 

 
Fig. 6  Modurile 21, 22 şi 23 de vibraţie 

 

În figura 7 sunt prezentate două exemple sugestive ale modurilor 
de vibraţie ale stâlpului, respectiv grinzii. 

 

  
 

a) Modul 8 – Încovoiere stâlp 
 

b) Modul 9 – Torsiune grindă 
 

Fig. 7  Diferite moduri de vibraţii ale barei cotite 
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4. Concluzii 
 

■ Prin monitorizarea vibraţiilor se pot detecta modificări 
structurale; cunoscând relaţia dintre poziţia şi adâncimea defectului, se 
poate determina influenţa acestora asupra modificării frecvenţelor 
proprii, se pot localiza defectele şi evalua severitatea acestora fără a fi 
necesar accesul în zona afectată.  

■ Sistemul de monitorizare este simplu şi robust, fiind 
recomandat pentru utilizarea în medii industriale. 
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