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CONSIDERATII PRIVIND OPORTUNITATEA UTILIZARII
MODELULUI EULER-BERNOULLI PENTRU
BARE DE DIFERITE LUNGIMI

Carla PROTOCSIL, Gilbert-Rainer GILLICH

CONSIDERATIONS THE USE OF EULER-BERNOULLI
MODEL FOR BEAMS OF DIFFERENT LENGTHS

This paper presents a study of dynamic behaviour for different lengths of
beams, preserving constant section. The natural frequencies on beams, for 8
bending vibration modes after weak axis were determinates using EB model
and by FEM analysis. The comparative study showed that for long lengths, the
model is sufficiently precise, while the lengths of the beams the errors are
significant. The comparative study showed that for long beams the model is
very precise, while the shorter lengths the errors are significant.

Cuvinte cheie: vibratii, modul formei de vibratie, frecvente, metoda
Euler-Bernoulli
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1. Introducere

Teoria matematica a incovoierii le apartine lui Leonhard Euler
(1707-1783) si Daniel Bernoulli (1700-1782). Euler face si primele studii
de stabilitate, stabilind celebrele formule care-i poarta numele. Modelul
Euler-Bernoulli include relatia intre incovoiere si energia cinetica a
deplasarii laterale. Jacob Bernoulli a descoperit ca, curbura unei grinzi
elastice, Tn orice punct, este proportionala cu momentul Tncovoietor in
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acel punct. Daniel Bernoulli (nepotul lui Jacob) a fost primul care a
formulat ecuatia diferentiala de miscare a unei grinzi cu vibratie. Mai
tarziu, teoria lui Jacob Bernoulli a fost acceptata de Leonhard Euler in
cautarea unei forme a grinzilor elastice, in diverse conditii de incarcare.
Teoria barei Euler-Bernoulli (E-B), care este numita uneori si teoria
clasica a barelor, este destul de exacta, dar tinde uneori sa
supraestimeze usor frecventele naturale [1].

Alte abordari cunoscute in literatura de specialitate sunt: modelul
Rayleigh (R), modelul Shear (Sh) si modelul Timoshenko (T). Tn tabelul
1 este prezentat un sumar al celor patru teorii, fiecare model avand o
mai mare sau mai mica influenta a incarcarilor interne sau externe [1].

Tabelul 1
Modele Momentul Deplasarea Deformatia la Inertia
de grinzi incovoietor laterala forfecare la rotire
(E-B) N N X X
R) v v x v
(Sh) \ \ \ X
(M v v v v

Tn lucrarea de fata se face o analizé a comportamentului dinamic
al grinzilor de lungimi diferite, dar cu pastrarea constanta a sectiunii,
pentru grinda incastrata la un capat si libera la celalalt, folosind modelul
Euler-Bernoulli respectiv metoda elementelor finite (FEM).

2. Calculul frecventelor proprii folosind modelul
Euler-Bernoulli

La studiul acestui model se porneste de la ecuatia de migcare:
otv pA . o%v B
ox* E-l of?
prezentata in [2] si [3], in care v este deplasarea verticala, E modulul
de elasticitate longitudinal, este A este aria sectiunii, / este momentul

de inertie si p este densitatea. X
Consideram miscarea de tip armonic. In acest caz putem scrie:

v(x,t)=¢(x)-y(t)=¢(x)-sin(ot +¢) (2)

unde x si t sunt variabilele corespunzatoare deplasarii, respectiv a
timpului.
Derivata de ordinul 1 relatiei (2) este:

(1)
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Vi =2 = sinfot + p)- ¢ (x) 3)
X
derivata a 2-a si a 3-a sunt:
2

" P ) "
V2= —; =sin(wt + ¢)- ¢ (x) (4)
ox
wo v
v 3 =—5 =sin(ot+¢)-¢ (x) (5)
ox
iar derivata de ordinul 4 este:
w0t
V4= P sin(ot + ) ¢ (x) (6)
Derivand in raport cu timpul:
— ) .
Vi = 6_V = ¢(x)-[sin(et + )] (7)
X
se ajunge la derivata de ordinul 1 in functie de timp, de forma:
v; = ¢(x)- w- cos(wt + ) (8)

Derivand inca o data, se obtine derivata de ordinul 2 in raport cu
timpul, de forma:

vi = —g(x)- 0? - sin(et + @) 9)
Tnlocuind in relatia (9), iar apoi impartind ecuatia la sin (wt+g), se
obtine:
#0207 glx)= 0 (10)
Se noteaza:
LA 2 (11)
E-I
Si
a-L=1 (12)
Tnlocuind relatia (11) in relatia (10), vom avea:
¢ (x)-a’-g(x)=0 (13)

Solutia ecuatiei (13) este de forma:
¢(x) = A-sin(ax)+ B-cos(ax)+ C - sinh(ax)+ D - cosh(ax) (14)
Solutia relatiei (1) este In acest caz de forma:
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_ 3 _cos(aL)+cosh(aL). . o
#(x)=cosh(ax)—cos(ax) sin(aL) + sinh(aL) [sinh(ax) - sin(ax)] (15)

Obtinem ecuatia caracteristica pentru grinda incastrata la un
capat si libera la celalalt, deci:

1+cosA-coshi=0 (16)

Punand conditile la margine, derivand relatia (14), rezolvand
sistemul cu coeficientii A,B,C si D,

#(0) =[A-sin(a0)+B-cos(a0)+C -sinh(a0)+D-cosh(a0)]=0

¢ (0) = alA-cos(a0)-B-sin(a0)+C -cosh(a0)+D-sinh(a0)]=0

¢ (L)=a?[-A-sin(al)-B-cos(al)+C-sinh(al)+D-cosh(al)]=0
¢ (L)=a’[-A-cos(al)+B-sin(al)+C-cosh(al)+D-sinh(al)]= 0

(17)

din relatia (12) rezulta:

-3 1.E. . i )
2o GEd e B p[Ed A B e
p-A p-A p-A 2 \p-A

stiind ca:
w; =27 -f; (19)
se obtin frecventele proprii de forma urmatoare:
2 }
f = 412._’5’ (20)
271 \p-A
3. Rezultate

Proprietafile fizice si mecanice ale grinzilor analizate sunt
prezentate in tabelul 2, in timp ce sectiunea geometrica si
caracteristicile geometrice sunt prezentate in tabelul 3.

Tabelul 2
Proprietati U.M. Valoare
Densitatea kg/m® 7850
Modulul de elasticitate longitudinal N/m? 2,0 x 10"
Coeficientul lui Poisson - 0,3
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Tabelul 3

Tnéltimea Latimea Aria sectiunii Momentul de inertie
H B A |
[m] [m] [m] [m*]
0,012 0,012 1,44x10™ 1,728x10°

In aceasta lucrare, pentru grinda incastraté la un capét si libera
la celalalt, cu sectiune de 12x12 mm, cu lungime de 1400, respectiv
200 mm si cu elementul mediu folosit pentru discretizare, de 2 mm, in
urma calculelor s-au obtinut valorile frecventelor pentru primele opt

moduri.

In lucrare se prezintd frecventele pentru grinzile de lungime
200 mm (tabelul 4), respectiv 1400 mm (tabelul 5), astfel:

Tabelul 4
Modul i A1 frecventa [Hz]
1 1,875104 2446142
2 4,694091 1532,9710
3 7,854757 4292,3634
4 10,995540 8411,3192
5 14,137168 13904,5133
6 17,278759 20770,9353
7 20,420352 29010,6454
8 23,561944 38623,6403
Tabelul 5
Modul i A7 frecventa [Hz]
1 1,875104 4,9921
2 4,694091 31,2851
3 7,854757 87,5992
4 10,995540 171,6595
5 14,137168 283,7655
6 17,278759 423,8966
7 20,420352 592,0539
8 23,561944 788,2375
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Metoda elementelor finite constituie o metoda actuala de analiza
si simulare a fenomenelor reale.

Aceasta metoda permite vizualizarea spatiala a comportarii unei
piese pe baza unor criterii impuse, fiind o metoda generala de rezolvare
aproximativa a ecuatiilor diferentiale cu derivate pariiale care descriu
sau nu fenomene fizice.

Principiul consta in descompunerea domeniului de analiza n
portiuni de forma geometrica simpla, analiza acestora si recompunerea
domeniului respectdnd anumite cerinte matematice.

Bazele analizei cu elemente finite au fost pentru prima data
formulate Tn 1943 de catre matematicianul german Richard Courant
(1888-1972), care, Timbindnd metoda Ritz cu analiza numerica n
probleme de calcul variational si minimizare, a obfinut solutii
satisfacatoare pentru analiza sistemelor cu vibratji.

De aproape 40 de ani, metoda elementelor finite a inceput sa fie
folositd la rezolvarea unor probleme mai complexe din domeniul
structurilor elastice continue, de la construciiile civile, industriale sau de
baraje, pana la constructiile de nave maritime.

in tabelul 6 este prezentat numarul de noduri si numéarul
elementelor grinzilor, corespunzator elementului mediu folosit pentru
discretizare de 2 mm, rezultate obtinute cu programul Ansys.

Tabelul 6
Tipul grinzii
200 1400
noduri elemente noduri elemente
18333 3600 127533 25200

Rezultatele erorilor relative a frecventelor proprii, cazul Euler-
Bernoulli, sunt prezentate in tabelul 7, iar in figura 1 se prezinta grafic
aceste erori.

S-a calculat eroarea relativa a frecventelor proprii pentru modelul
Euler-Bernoulli, astfel:

FFEM _ £EB

fTM'.mo [%] (22)
i

AFEB _

Se confirma faptul ca modelul Euler-Bernoulli reda cu fidelitate
frecventele pentru lungimi mari ale barei.
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Tabelul 7

Modul Lungime [mm]

i 200 400 600 800 1000 1200 1400

1 0,0359 | 0,0359 | 0,0359 | 0,03590 | 0,0359 | 0,0359 | 0,0359
2 0,0018 | -0,0531 | -0,1333 | -0,2372 | -0,3649 | -0,5161 | -0,6906
3 -0,0056 | -0,0805 | -0,1895 | -0,3308 | -0,5041 | -0,7094 | -0,9461
4 -0,0198 | -0,1276 | -0,2844 | -0,4874 | -0,7362 | -1,0304 | -1,3692
5 -0,0493 | -0,2175 | -0,4620 | -0,7779 | -1,1645 | -1,6202 | -2,1437
6 -0,1202 | -0,4185 | -0,8512 | -1,4081 | -2,0867 | -2,8828 | -3,7920
7 -0,3432 | -1,0100 | -1,9704 | -3,1950 | -4,6704 | -6,3796 | -8,3047
8 -1,6510 | -4,2267 | -7,8196 |-12,2184 |-17,2940 | -22,9240| -29,007

Eroarea relativa a valorii frecventelor pentru modelul EB

0 B :
-5 \-\-
——L =200 \
10 +—
=L =400 \
54— L =600
——L =800 \
201 e =1000
——L =1200
25 +—
——L = 1400 \

Modul de vibratie

Eroarea [%]

-30

Fig. 1 Eroarea relativa a valorii frecventelor proprii, raportand frecventele
obtinute cu modelul Euler-Bernoulli la cele determinate numeric
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4. Concluzii

Se observa ca pentru lungimi mari, precizia este buna, pe cand
pentru lungimi mici eroarea creste semnificativ, mai ales la modurile
mari de vibratie (exemplu la grinda de lungime L =200 mm abaterea la
modul 8 este de aproape 30 %).
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