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This paper presents boundary element method (BEM), with linear
elements, for the numerical simulation of ideal incompressible fluid, for a
reversible cascade”S” axial profiles. BEM apply for Laplace's equation
depending on flow and hydrodynamic field, speed and pressure are obtained,
inside of domain analysis.
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1. Introducere

Pentru exploatarea eficienta a potentialului hidroenergetic n
regim de functionare si de stocare a energiei hidraulice, este necesar
ca centralele hidro-electrice, sa fie echipate cu masini hidraulice
reversibile, numite pompe-turbine.

Cu ajutorul metodei elementului de frontiera, se pot crea astfel
de profile.
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2. Metoda elementului de frontiera cu elemente liniare

M.E.F. — Metoda Elementului de Frontiera este un algoritm
numeric pentru rezolvarea aproximativa a ecuatiei lui Laplace intr-un
domeniu plan inchis si méarginit Q , cu conditii la limita date.

Ideea fundamentald care sta la baza M.E.Fr. este
transformarea ecuatiei Laplace intr-o ecuatie integrala data pe frontiera
domeniului.

Se considera pe domeniul Q (figura 1). ecuatia lui Laplace: Au
= 0. Se poate arata, ca orice solutie u a ecuatiei lui Laplace verifica
ecuatia integrald de forma unde L € Q :

c(g)u) = [alz)u'(z)ds, - [ u(z)a'(z.¢)ds,, (1)

Ecuatia Laplace Au =0, precum si ecuatia integrala (1) au o
infinitate de solutii.

Fig. 1 Puncte unghiulare Py, P>, Fig. 2 Discretizarea frontierei I
P3; pe frontiera I’

Ecuatia Laplace Au =0, precum si ecuatia integrala (1) au o
infinitate de solutii; pentru a determina o anumitd solutie, se impun
conditii pe frontiera I functiei u, respectiv a derivatei acesteia ou/on.

Daca se impune o valoare ag, functiei u intr-un punct { € T,
conditia u(¢) = a;, se numeste conditie esentiala, iar o conditie q(¢) = by,
se numeste conditie naturala.

In general, problema determinarii unei soluti concrete a
ecuatiei Laplace, este o problema cu conditii la limita mixta, de forma:

)

{u(f;)=f(f;)— pentru €T,
q¢)=9(¢) - pentru L eT,
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cu I'=I,UT,, iar f(¢) si g(¢) sunt functi date pe frontierele T3,
respectiv T, .

Pentru unicitatea solutiei u este necesar ca frontiera 'y # & (in
cazul in care ;= @, adica pentru o problema tip Neuman ecuatia
Laplace are o familie de solutii de forma {u, +C, C € R}, unde u, este o
solutie fixata).

Avand ecuatia integrala (1) cu conditiile la limita (2) se poate
trece la rezolvarea ei numerica, adica la aplicarea M.E.Fr.

Se observa ca este suficient sa rezolvam ecuatia (1) pe
conturul I, decarece, daca ¢ € Q, atunci c(¢)=1 si relatia (1) devine:

ue) = [ al)u'(zg)ds, - [ uz)a'(zc)ds,, (3)

Intrucat elementele de sub semnul integrald sunt cunoscute
dupa rezolvarea ecutiei (1) pe I, relatia (3) ne permite sa calculam pe u
in orice punct a domeniului Q.

Aplicarea M.E.F. — cu elemente liniare — impune doua tipuri de
aproximari care se efectueaza simultan:

1. discretizarea frontierei - adica se considera pe frontiera I'
un sir de N puncte M;, My, ..., My - si notdand cu [; segmentul

M_,M (pentru i = 1, I;=MM, ) se inlocuieste frontiera I' cu linie

— N
poligonatéd I'= yglﬂ - figura 2;

2. aproximarea liniara a funciilor u si q=0ou/on pe fiecare

element ;.

Se noteaza cu x; si y; coordonatele punctului M;. Daca pe
elementul de frontiera I, se introduce un parametru t € [-1,1] astfel
incat pentru punctul M;; valoarea lui t sa fie t = -1 si pentru punctul M;
valoarea lui t s& fie t =1, coordonatele unui punct M; (x,y) € T;, verifica
relatiile:

x=1/2 (xj - xH)t +1/2 (xj +XH)
(4.a)
y=1/2 (yj - yH)t +1/2 (yj + yH)
x=1/2 x,[1-t)+1/2 x,[1+1)
sau (4.b)
y=1/2 y, (1-t)+ 1/2 y,[@+1)
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Fie in continuare y; si g; valorile — deocamndata necunoscute -
ale functiei u si a derivatei sale normale du/én in punctul M; (i = 1-N).

Se presupune ca u si q=0u/dn, variaza liniar in funciie de ft,
pe elementul de frontiera I pentru orice t € [-1,1] (adica pentru orice M
(t) €T;). Se pot scrie pentru u si g, relatiile;

{u(t) =Uj, 1(t) + U; z(t)

at) = a., ,0) + g, ,(0) )

Se revine la ecuatia (1), In care se inlocuieste frontiera I' cu
— N
I'= ull“i si u respectiv q, cu expresiile lor din (5). Efectund calculele se
i=

obtine un sistem liniar de ecuatii:
N N
2. Gy, - 2 Hju =0 (6)
j=1 j=1

In acest sistem necunoscutele sunt u,,...,uy si derivatele lor
Qz,---,0n-

Coeficientii Gj si H; sunt niste integrale curbilinii (pe
segmentele ;) din functji cunoscute, care se reduc la nigte integrale
definite intre -1 si 1, in raport cu parametrul t, ob{inandu-se un sistem
de N ecuatii cu 2N necunoscute: valorile aproximative ale functiei
necunoscute u si valorile derivatiei sale normale Tn punctele M;, M,,

N
Hi = - ZHij (7)

i=1,ji

Asadar ecuatia integrala (1), data pe conturul I', se reduce la
un sistem de N ecuatii cu 2N necunoscute: valorile aproximative ale
functiei necunoscute u gi valorile derivatiei sale normale.

Pentru a determina o solutie data, ce corespunde unei
probleme concrete, in relatiile (6), trebuie ca, K marimi u; sia N - K
marimi g;.

Ca si in cazul continuu trebuie s& avem K # 0. In general,
daca relatiilor (6) li se adauga N relatii liniare de forma:
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(aijuj +[3ijqj):yi, i=1N (8)

N
1

J

atunci relatiile (6) au solutie unica (in ipoteza ca matricea sistemului
liniar este de rangul 2N).

3. Tratarea punctelor unghiulare

Daca M; este un punct unde frontiera I' nu este neteda, atunci
in acest punct exista o discontinuitate a directiei normalei; va exista o

—

~ ~ _S> . d .
normaIaAIa stdnga n; siuna la dreapta n;, (figura 1).

In sistemul liniar (6),se obtin, in fiecare ecuatie, doi
termeni:

q; fr Uy ds + o Jr. uyds, i=1N )

in locul a: Gy, gj.unde g = (au/an)'; qf = (du/on).

Asadar orice punct unghiular mareste cu unu numarul
necunoscutelor.

Ca sistemul de ecuatii (6), Tmpreuna cu conditiile la limita (8),
sa fie determinat si in cazul existentei punctelor unghiulare (reteaua
figura 3), este necesar sa se cunoasca pentru orice asemenea punct o

relatie liniara Tntre qj’ si q;.
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Fig. 3 Domeniul de analiza pentru o retea
axiala plana de turbina
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4. Concluzii

m Metoda M.E.F., cu elemente liniare, in hidrodinamica
turbomasinilor, s-a dovedit a fi eficienta, operativa si de mare precizie.

m Aplicarea M.E.F. cu elemente liniare la ecuatia lui Laplace, la
valorile functiei de curent, se obtin valorile functiei, derivata ei normala
pe frontiera domeniului de analiza si de circulatie.
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