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 1. Generalități 
 

Ideea principală a metodei de înfăşurare pentru generarea 
roţilor dinţate necirculare plane, pentru cazul aplicării sculei pieptene, 
este descrisă în modul următor (figura 1):  

(i) Centroida 3 a sculei pieptene este o linie dreaptă tt − , care 
este tangentă comună la centroidele 1 şi 2, ale angrenajului necircular 
cu roţile dinţate 1 şi 2 şi rulează peste 1 şi 2.  

(ii) Rularea este asigurată, în timpul translaţiei sculei pieptene 
de-a lungul tangentei tt −  şi ea se roteşte în jurul centrului instantaneu 
de rotaţie .Ι   

(iii) Suprafeţele dintelui roţii 1, roţii 2 şi sculei pieptene sunt în 
angrenare simultană, iar roţile 1 şi 2 formează suprafeţe conjugate.  
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Mişcările corelate, ale sculei pieptene şi roţii dinţate 
necirculare, pot fi determinate, considerând mişcarea sculei de 
generare şi una a centroidelor setului de roţi dinţate, în modul următor 
(figura 2)  

(a) Centroida sculei pieptene (notată cu I ) este în angrenare cu 
centroida II , a unei roţi dinţate necirculare.  

(b) Rularea este asigurată prin respectarea relaţiei:  
( ) ( ) ( )II

tr
II

rot
I vvv


+=     (1) 

Ecuaţia (1) este obţinută prin considerarea că, scula pieptene 
execută numai mişcare de translaţie, cu viteza ( )Iv


, de-a lungul 

tangentei comune la centroidele Işi .II  Roata necirculară II  execută 
mişcare de rotaţie în jurul centrului de rotaţie IIO  şi mişcare de 

translaţie, în direcţia care este perpendiculară pe .tt −  Vectorii ( )II
rotv


 şi 
( )II
trv


 reprezintă vitezele roţii II , ale mişcării de rotaţie şi translaţie (figura 
2, (a)). Figura 2, (b) ilustrează poziţiile, sculei pieptene I  şi a roţii 
necirculare II , în sistemul de coordonate .Sf Acestea vor fi arătate ca 

funcţii neliniare ( ) ( )( )IIO
f

Ix φ  şi ( ) ( )( ).y IIO
f

II φ   
 
2. Deducerea algoritmului mişcării de rulare 
 
Deducerea algoritmului mişcării de rulare este bazată pe 

aplicarea următoarelor sisteme plane de coordonate (figura 3, (a) şi 
(b)): (i) sistemele de coordonate mobile, cS  şi ,S1  rigid conectate la 
scula pieptene şi, respectiv, la roata necirculară, (ii) sistemul de 
coordonate fix fS  şi (iii) sistemul auxiliar mobil de coordonate nS , care 
execută translaţia de-a lungul axei fy (figura 3, (b)).  

Sistemele de coordonate, f1c S,S,S şi ,Sn  sunt plane; cu toate 
acestea, algoritmul dezvoltat al rulării, pentru generarea roţilor dinţate 
necirculare plane, poate fi aplicat, de asemenea, pentru generarea 
roţilor dinţate necirculare cu dinţi înclinaţi (vezi în continuare). 
 Deducerea este discutată pentru cazul roţilor dinţate eliptice.  

Cu toate acestea, rezultatele obţinute pot fi aplicabile şi pentru 
alte tipuri de roţi dinţate necirculare.  

Figura 3, (a) şi (b) arată, respectiv, poziţia centroidelor sculei 
pieptene, ,c şi a roţii dinţate necirculare, 1.  

În continuare, este o informaţie preliminară despre centroidele 
menţionate aici şi mişcările efectuate pe durata angrenării.  
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Fig.1  Ilustrarea generării roţilor dinţate necirculare, 1 şi 2, 

de către scula pieptene 3 
 
 

 
 

Fig. 2  Pentru deducerea mişcărilor corelate ale sculei pieptene şi  
a roţii dinţate necirculare 1 
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Fig. 3  Pentru deducerea algoritmului mişcării de rulare: (a) poziţia iniţială a 
centroidelor c  ale sculei pieptene şi roţii dinţate necirculare 1; (b) poziţia 

curentă a centroidelor c  şi 1 
 

 
(1) Centroida, ,c a sculei pieptene este o linie dreaptă 

direcţionată de-a lungul axelor, fc x,x  (figura 3, (b)) care efectuează 
mişcare de translaţie de-a lungul lui .x f   

(2) Centroida roţii dinţate necirculare 1 este o elipsă, 
reprezentată în formă polară, conform ecuaţiei (2), de către  

 

( ) ( ) .
cose1
e1ar

2

θ−
−

=θ      (2) 

 
Aici, a  este axa mare a elipsei, iar e  este excentricitatea 

elipsei. Axa polară a elipsei este 1y  (figura 3, (b)). Centroida elipsei, pe 
durata angrenării cu centroida sculei pieptene efectuează:  

 
(i) Rotaţie în jurul lui 1O (acesta este focarul elipsei) şi  
(ii) Mişcare de translaţie de-a lungul axei ny (figura 3, (b)).    
(3) Punctul instantaneu de tangenţă a centroidelor, ,c şi 1, este 

1M (figura 3, (b)). Deoarece, centroidele, ,c şi 1, rulează una pe 

cealaltă, lungimea arcului 10 MM −  este egală cu distanţa .MO 1c   
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(4) Parametrul 1ψ  determină poziţia unghiulară a sistemului de 
coordonate ( )111 y,xS  în raport cu ( ).y,xS fff   

(5) Parametrul µ  (figura 3, (b)) determină orientarea tangentei 
la elipsa 1, în punctul ,M1  unde,  

( )

θ

θ
=µ

d
dr
rtg      (3) 

Respectarea condiţiilor de rulare pură oferă următoarele relaţii, 
între mişcările sculei pieptene, ,c şi a roţii dinţate necirculare, 1:  

 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) µθ+θ

µ
θ

−=µθ+θ−=θ ∫
θ

∂
cosrd

sin
rcosrsx cO

f  (4) 

( )( ) ( ) µθ−=θ sinry 1O
f      (5) 

( ) ,01 µ−µ+θ=θψ  
20
π

=µ     (6) 

( ) .
sine
cose1arctg 








θ
θ−

−=θµ     (7) 

 
În scopul deducerii ecuaţiei angrenării, se cere derivarea 

funcţiilor menţionate aici. Rezultatele derivatelor ecuaţiilor (4) – (7), în 
raport cu unghiul polar θ , sunt următoarele:  

 
Derivata vectorului polar ( )θr  este dată de către,  

( )
( )

.
cose1
sinpe

cose1
p

d
d

d
dr

2θ−
θ−

=
θ−θ

=
θ
θ    (8) 

 
Derivata unghiului ( )θµ este dată de către,  

( ) ( )
( )θ−+

θ−−
=

θ
θ+−

θ
=

θ
θµ

cos2ee1
cosee

sine
cose1arctg

d
d

d
d   (9) 

 
Derivata funcţiei ( )θs  este dată de către,  

( ) ( )
( )

( )
( )∫

θ

∂ θµ
θ

=
θµ

θ
θ

=
θ
θ .

sin
r

sin
r

d
d

d
ds     (10) 
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Derivata mărimii ( )( )θcO
fx este, atunci, dată de către,  

( )
( ) ( ) ( )[ ] =θµθ+θ−

θ
=

θ
cosrs

d
d

d
dx cO

f  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
d

dsinrcos
d

dr
d

ds
θ
θµ

θµθ−θµ
θ
θ

+
θ
θ

−=   (11) 

 
Derivata mărimii ( )( )θ1O

fy este dată de către,  
( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
d

dcosrsin
d

drsinr
d
d

d
dy 1O

f

θ
θµ

θµθ−θµ
θ
θ

−=θµθ−
θ

=
θ

  (12) 

 
Derivata mărimii ( )θψ1  este dată de către  

( ) .
d

d1
2d

d
d
d 1

θ
θµ

+=




 π
−µ+θ

θ
=

θ
ψ     (13) 

 
3. Generarea sculei pieptene 
 
În continuare, se vor deduce suprafeţele de generare ale sculei 

pieptene în sistemul de coordinate .Sc Sunt considerate două tipuri ale 
suprafeţelor de generare: (i) o sculă pieptene plană, aplicată pentru 
generarea roţilor dinţate plane, reprezentate în sistemul de coordonate 

tS  (figura 4, (a)) şi (ii) o sculă pieptene cu dinţi înclinaţi, care este 
formată de către mişcarea lui tS , în sistemul de coordonate ,Sc  ilustrat 
în figurile 4, (b) şi (c).  

Suprafaţa cΣ  a sculei pieptene cu dinţi înclinaţi şi suprafaţa 
versorului normalei, sunt reprezentate în ,Sc considerând transformarea 
de coordonate, din tS  în .Sc Vectorul de poziţie ( )ccc l,ur


 şi normala cn


 

la suprafaţa lui cΣ  sunt determinate astfel,  
 

( )




















β+β






 π
±α

α

β+β






 π
α±

=

ccc
n

cc

c

ccc
n

cc

ccc

coslsin
4
msinu

cosu

sinlcos
4
msinu

l,ur




    (14) 
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















βα±
α

βα
=

cc

c

cc

c

sincos
sin

coscos
n


      (15) 

 
Ecuaţia (14) reprezintă, în cS , scula pieptene cu dinţi înclinaţi 

,cΣ ca un plan, cu suprafaţa de parametrii ( ).l,u cc   
Versorul normalei este reprezentat de către ecuaţia (15). 

Semnele superioare şi inferioare, în ecuaţiile (14) şi (15), corespund 
flancurilor, stâng şi drept, al lui .cΣ   

 

 
Fig. 4  Pentru deducerea sculei plane cu dinţi înclinaţi: (a) reprezentarea sculei 

plane pieptene în sistemul de coordonate ;St (b) asupra reprezentării sculei 

pieptene cu dinţi înclinaţi în sistemul de coordonate ;Sc (c) reprezentarea sculei 
pieptene cu dinţi înclinaţi 

 
Ţinând seama în ecuaţiile (14) şi (15), că ,0c =β  se obţine 

suprafaţa sculei plane pieptene şi versorul normalei sale, pentru 
generarea roţilor dinţate eliptice plane.  
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