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 4. Generarea suprafeţei 1Σ  a roţilor dinţate eliptice  
 de către scula pieptene 
 

În continuare se prezintă generarea suprafeţei 1Σ  a roţilor 
dinţate eliptice de către scula pieptene. Obţinerea lui 1Σ  este bazată pe 
următorii paşi:  

(i) Determinarea transformării de coordonate, dintre sistemele 
de coordonate cS  şi 1S , care permite familiei suprafeţelor de generare 
ale sculei pieptene să fie reprezentate în sistemul de coordonate 1S  
sub formă triparametrică, astfel,  

 
( ) ( ) ( )cccc1cc1 l,urM,l,ur


θ=θ     (16) 
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unde c1M reprezintă transformarea de coordonate în procedură aplicată, 
de la cS , la .S1   

(ii) Deducerea ecuaţiei angrenării  
 

( ) 0,l,uf ccc1 =θ      (17) 
 
corelează parametrii ( ).,l,u cc θ Considerarea simultană a ecuaţiilor (16) 
şi (17) determină suprafaţa 1Σ , a roţii dinţate eliptice generate de către 
scula pieptene cu dinţi înclinaţi.  

Transformarea de coordinate din sistemul de coordonate cS  în  
.S1  se face astfel: 

Deducerea ecuaţiei (16) este realizată în modul următor:  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =θθθ=θ=θ cccfcnfn1cccc1cc1 l,urMMMl,urM,l,ur
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ψ−ψ−ψψ−
ψ−ψψψ

=  (18) 

 
În continuare, se va deduce matricea ecuaţiei angrenării 

( ) .0,l,uf ccc1 =θ   
Se consideră că, scula pieptene este furnizată de către 

suprafaţa generatoare cΣ , reprezentată, în spaţiul 3D, de către funcţia 
vectorială ( ).l,ur ccc


 

Utilizând transformarea de coordonate, din sistemul de 
coordonate, cS , în ,S1 se obţine în 1S , familia suprafeţelor de generare 
( ).,l,ur cc1 θ


  
Suprafaţa generată a roţii dinţate necirculare este determinată 

ca înfăşurătoare la familia suprafeţelor ( ).,lur cc1 θ


 În geometria 
diferenţială, înfăşurătoarea la familia suprafeţelor ( )θ,l,ur cc1


 poate fi 
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determinată prin considerarea simultană a funcţiei vectoriale ( )θ,l,ur cc1


 

şi a ecuaţiei angrenării:  
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    (19) 

 
O abordare matriceală pentru obţinerea ecuaţiei angrenării, 

care permite să se simplifice şi să se determine calculul suprafeţei 
generate de către scula pieptene a fost dezvoltată şi este realizată, 
după cum urmează.  

Familia suprafeţelor generatoare ale sculei pieptene este 
reprezentată în sistemul de coordonate 1S , sub formă triparametrică, 
de către ecuaţia (18). Considerând coordonatele carteziene în locul 
coordonatelor omogene, suprafaţa dintelui roţii dinţate poate fi obţinută 
astfel:  
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Aici  
( ) ( )[ ]TO

f
O

fcn 0yxOOR 1c −==


   (21) 
 
Abordarea propusă permite să se obţină: (i) viteza relativă a 

sculei pieptene, ,c  în raport cu roata dinţată 1,  

( ) RLRLL
dt

dv c1c1cc1
11c

1








++ρ=
ρ

=    (22) 

(ii) şi viteza relativă a roţii dinţate 1, în raport cu scula pieptene, 
,c   

( ) ( ) ( )RLRLLLvLv c1c1cc11c
1c

11c
c1

c





++ρ−=−=     (23) 
 
Expresia finală a ecuaţiei angrenării este: 
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( )( ) ( )( ) ( ) 0RLRLLnL,l,uf c1c1cc1
c

cc1cc
1c =++ρ⋅=θ 


   (24) 

sau  
( )( ) ( ) ( )[ ] 0RLRLLLn,l,uf c1c1cc11c

c
ccc
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  (25) 
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Derivatele ( ) ( )1c O

f
O

f y,x  şi 1ψ sunt:  
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unde, 
( ) ( )

θθ d
dy,

d
dx 1c O

f
O

f şi 
θ
ψ

d
d 1  sunt date de ecuaţiile (11), (12) şi, respectiv, 

(13).  
 
Suprafaţa dintelui roţii dinţate eliptice cu dinţi înclinaţi este 

determinată de către considerarea simultană a ecuaţiei (20), cu ecuaţia 
(24) sau (25).  

 
5. Generarea de către freza melc a roţilor dinţate eliptice  
cu dinţi înclinaţi 
 
Pentru generarea de către freza melc a roţilor dinţate eliptice 

cu dinţi înclinaţi, se vor deduce spirele elicoidale ale suprafeţei 
generatoare reprezentate în sistemul de coordinate .Sw Aplicarea unui 
melc de rectificare sau a unei freze melc pentru generarea roţilor 
dinţate eliptice este utilă pentru îmbunătăţirea productivităţii şi a 
siguranţei în funcţionare a roţilor dinţate generate.  
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O suprafaţă a spirei elicoidale ,wΣ care este în angrenare 
imaginară cu suprafaţa dintelui sculei pieptene cΣ , este momentan 
determinată. Condiţia de angrenare dintre ambele suprafeţe wΣ  şi 

,cΣ permite să se determine suprafaţa spirelor elicoidale ale melcului. 

 
Fig. 5  Pentru determinarea melcului: (a) reglarea melcului în raport cu scula 

pieptene; (b) aplicarea sistemelor de coordonate 
 
 
Procedura este următoarea:  
 
(1) Axa melcului şi a roţii dinţate, formează unghiul de 

încrucişare .wgγ  
Figura 5, (a) arată reglarea axoidei melcului pe axa din planul 

Π , al sculei pieptene. Unghiul wgγ  este dat prin expresia,  

wcwg 2
λ+β−

π
=γ      (31) 

 
unde, cβ  este unghiul elicei sculei pieptene cu dinţi înclinaţi, iar 

−λw este unghiul spirei melcului.  
(2) Linia tt − , în punctul de divizare fO , şi elicea roţii dinţate 

(vezi figura 5, (a)), sunt în tangenţă.  
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(3) Sistemele de coordonate mobile cS  şi wS , sunt rigid 
conectate la suprafeţele cΣ  şi, respectiv, .wΣ Sistemele de coordonate 
fixe fS  şi sS , sunt considerate pentru determinarea mişcării sculei 
pieptene şi, respectiv, suprafaţa dintelui melcului (vezi figura 5, (b)).  

(4) Suprafaţa cΣ este considerată ca dată şi execută 
următoarele mişcări:  

(i) Translaţie cs  a sistemului de coordonate cS , de-a lungul 
liniei drepte  COf − (vezi figura 5, (b)). Linia dreaptă COf −  formează 
unghiul wgγ în raport cu axa fx (vezi figura 5, (a)).  

(ii) Rotaţia sistemului de coordonate wS în jurul axei sz cu 
unghiul ,wψ determinat prin:  

,s

w

c
w ρ
=ψ      (32) 

unde wρ este raza de divizare a melcului de rectificare.  
(5) Suprafaţa spirelor elicoidale ale melcului, wΣ , este obţinută 

prin considerarea simultană a ecuaţiei vectoriale  
 
 

( ) ( ) ( )cccwwcwccw l,urM,l,ur


ψ=ψ     (33) 
 
şi ecuaţia angrenării  
 

0r
l
r

u
r

w

c

c

c

c

c =
ψ∂
∂

⋅







∂
∂

×
∂
∂



    (34) 

 
Aici, wψ  este parametrul generalizat al angrenării, iar wcM este 

matricea ,44× care reprezintă transformarea de coordonate a 
coordonatelor omogene din sistemul cS  în sistemul .Sw  

Cu toate acestea, se va aplica, pentru obţinerea ecuaţiei (34), 
abordarea matriceală prezentată pentru cazul generării sculei pieptene.  

 
Suprafaţa elicoidală a spirei melcului, wΣ , poate fi considerată 

pentru scopul de simplificare ca o suprafaţă cu doi parametrii 
independenţi ( ).,h ww ε   
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6. Generarea suprafeţei 1Σ  a roţii dinţate eliptice  
de către un melc 
 
Se prezintă generarea suprafeţei 1Σ  a roţii dinţate eliptice de 

către un melc. Obţinerea suprafeţei 1Σ  de către o suprafaţă wΣ este 
bazată pe următoarea procedură (vezi figura 6):  

 
(i) Două sisteme de coordonate wS  şi 1S , sunt conectate rigid 

la suprafaţa spirei elicoidale a melcului şi la suprafaţa dintelui roţii 
dinţate, care va fi determinată.  

Un sistem de referinţă fix fS  este considerat pentru definirea 
mişcărilor sistemelor wS  şi .S1   

(ii) Suprafaţa elicoidală a melcului, wΣ , este dată de către 

funcţia vectorială ( )www ,hR ε


. 
(iii) Două seturi de mişcări sunt furnizate melcului:  
(a) Rotaţia melcului în jurul axei wz , cu unghiul .wφ   
(b) Translaţia, ws , de-a lungul axei fz , care este paralelă cu 

axa roţii dinţate.  
Sistemul de coordonate sS  este un sistem de coordonate 

mobil care este translatat cu sistemul .Sw   
(iv) Rotaţia şi translaţia melcului este acompaniată de către 

rotaţia şi translaţia roţii dinţate eliptice în modul următor:  
(a) Rotaţia 1ψ , în jurul axei 1z a roţii dinţate.  

(b) Translaţia definită de poziţia ( )1O
fy  de-a lungul axei .y f   

Mărimile, 1ψ  şi ( )1O
fy , pot fi determinate ca funcţii ale unghiului 

polar θ  (vezi ecuaţiile (5) şi (6)). Mărimile, 1ψ  şi ( )1O
fy , sunt corelate cu 

mişcările wφ  şi ws , de către funcţiile:  
 

( )( ) ( ) µθ−=θ sinry 1O
f      (35) 

,01 µ−µ+θ=ψ  
20
πµ =     (36) 

şi o nouă funcţie va fi determinată, astfel:  
 

( ) 0,s,g ww =θφ      (37) 
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