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6. Generarea suprafeţei 1Σ  a roţii dinţate eliptice  
de către un melc -continuare 

 
(v) Transformarea de coordonate dintre sistemele, wS  şi 1S , 

determină familia suprafeţelor spirelor elicoidale ale melcului în 
sistemul ,S1 astfel,  

 
( ) ( ) ( )wwwwww1wwww1 ,hRs,Ms,,,hr εφ=φε


   (38) 

 
Aici, wφ  şi ws , sunt parametrii independenţi generalizaţi ai 

mişcării, care înseamnă că este un proces de dublă înfăşurare, 
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Fig. 6  Sistemele de coordonate aplicate pentru generarea roţii dinţate eliptice 
de către melcul de rectificare: (a) la roata dinţată eliptică; (b) la melc 

 
 

iar matricea ,44× ,M w1 descrie transformarea din sistemul wS  în 
sistemul .S1 Deducerea ecuaţiei (38) este realizată astfel: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )wwwwswwfswwf1wwww1 ,hRMsMs,Ms,,,hr εφφ=φε
  (39) 

 
unde  
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(vi) Deoarece generarea suprafeţei 1Σ , a roţii dinţate eliptice, 

implică un proces de dublă înfăşurare, există două ecuaţii ale 
angrenării  

 
( )( ) 0s,,,hf wwww

1w
1 =φε      (43) 
( )( ) 0s,,,hf wwww

1w
2 =φε      (44) 

 
care corelează parametrii ( ).s,,,h wwww φε Considerarea simultană a 
ecuaţiilor (38), (43) şi (44) determină suprafaţa 1Σ a roţii dinţate eliptice.  

Se va deduce funcţia ( ) .0,s,g ww =θφ  Deducerea este realizată 
în modul următor (vezi figura 7):  

(i) Se consideră o sculă pieptene imaginară fiind simultan în 
angrenare cu roata dinţată eliptică şi cu melcul. În poziţia iniţială, 
sistemul cS  coincide cu sistemul ,Sf iar linia tangentă comună tt −  
dintre cele trei suprafeţe, 1w,ΣΣ  şi ,cΣ este în poziţia .t0   

(ii) Datorită rotaţiei şi translaţiei melcului, cu wφ  şi ws , tangenta 
comună, tt − , va ocupa poziţia .t2 Locaţia sistemului cS , în fS , este 

determinată de către ( ).x cO
f   
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Fig. 7  Pentru determinarea funcţiei ( ) 0,s,g ww =θφ  

 
(iii) Deplasarea sistemului cS  poate fi obţinută ca sumă a 

deplasărilor independente ( )c

1

O
fx∆  şi ( )c

2

O
fx∆ :  

( ) ( ) ( ).xxx c

2

c

1

c O
f

O
f

O
f ∆+∆=∆      (45) 

Deplasarea ( ) SOx f
O

f
c

1
=∆  este cauzată de către translaţia ws  şi 

este definită de către poziţiile 0t  şi .t1  

Deplasarea ( )
c

O
f SOx c

2
=∆ este cauzată de către rotaţia wφ  şi 

este definită de către poziţiile 1t şi .t2   
(iv) Ilustraţiile figurii 7 (b) oferă,  
 

( )
wcf

O
f stgSOx c

1
β==∆−      (46) 
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( ) ,
cos
cospSOx w

c

ww
c

O
f
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φ
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==∆−     (47) 

unde wp este pasul melcului.  

(v) Deoarece ( )cO
fx  depinde de unghiul polar θ  (vezi ecuaţia 

(4)), funcţia ( ) 0,s,g ww =θφ  este obţinută în final ca  

( ) ( )( ) 0
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7. Deducerea matricei ecuaţiilor angrenării 
 
Deducerea matricei ecuaţiilor angrenării 

( )( ) 0s,,,hf wwww
1w

1 =φε şi ( )( ) 0s,,,hf wwww
1w

2 =φε , este realizată în 
modul următor:  

(i) Vectorul de poziţie ( )wwww1 s,,,hr φε


 în coordonate 
omogene este dat de către  

 
( ) ( ) ( ) =εφ=φε wwwww1wwww1 ,hRs,Ms,,,hr
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unde  
w1wwg111 cossincoscoscosa φψ+φψψ=   (50) 

w1wwg112 cossinsincoscosa φψ+φγψ−=   (51) 

wg113 sincosa γψ−=      (52) 

w1wwg121 sincoscoscossina φψ+φγψ−=   (53) 

w1wwg122 coscossincossina φψ+φγψ=    (54) 

wg123 sinsina γψ=      (55) 

wwg31 cossina φγ=      (56) 

wwg32 sinsina φγ−=      (57) 

wg33 cosa γ=      (58) 
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(ii) Vectorul de poziţie ( )wwww1 s,,,hr φε


 este notat 
( )

1111 wwww1 s,,,h φερ


, în coordonate carteziene şi poate fi reprezentat 
astfel,  
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( ) ( ) R,hs,L wwwwww1


+ερφ=     (59) 

Aici, w1L  este matricea ,33×  obţinută prin eliminarea ultimului 
rând şi a ultimei coloane a matricei .M,44 W1×  Matricea w1L  poate fi 
obţinută de asemenea ca  

,LLLL swfsf1w1 =       (60) 

pe câtă vreme, R


este definit astfel,  
( )( ) ( )( )[ ]Tw

O
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O
fw1 sycosysinR 11 −ρψ−ρψ=   (61) 

(iii) Considerând ws  constant ( ),csw = viteza relativă a 
suprafeţei elicoidale în raport cu suprafaţa dintelui roţii poate fi obţinută 
astfel,  

( ) RLv w
1w

cs,1 W


+ρ=ρ==                  (62) 

unde  
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atunci ecuaţia angrenării poate fi obţinută astfel:  
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unde     
ww11 nLn


=     (68) 
 
Aici, wn


 este versorul normalei la suprafaţa elicoidală.  

(iv) Considerând wφ constant ( ),cw =φ  viteza relativă a 
suprafeţei elicoidale în raport cu suprafaţa dintelui roţii dinţate poate fi 
obţinută ca  
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unde  
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Atunci ecuaţia angrenării poate fi obţinută astfel,  
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(v) Deducerea derivatelor 
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f
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f x,y  şi ,1ψ  sunt: 
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dt
d
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d 1
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=ψ      (77) 

 

unde  
( ) ( )
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θ
ψ

d
d 1 sunt date de către ecuaţiile (11), (12) şi, 

respectiv, (13).  
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