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THE PANTOGRAPH EQUATION AND ITS GENERALIZATIONS 
 

  In the paper we present some results about the pantograph equation 
and its generalizations. By using Picard operators technique we give existence, 
uniqueness and data dependence results for the solution of a Cauchy problem. 
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  1. Introducere 
 
  Teoria ecuaţiilor diferenţiale este un domeniu important al 
matematicii datorită faptului că multe probleme din cele mai diverse 
domenii conduc la modele matematice care conţin ecuaţii diferenţiale. 
  Ecuaţiile diferenţiale cu argument modificat reprezintă o clasă 
specială de ecuaţii diferenţiale şi în cadrul acesteia, ecuaţiile 
diferenţiale cu modificări liniare ale argumentului ocupă un loc 
important. Multe probleme din astronomie, chimie, fizică, economie, 
inginerie, mecanică, ştiinţe sociale şi alte domenii conduc la probleme 
relative la ecuaţii diferenţiale cu argument modificat. Teoria ecuaţiilor 
diferenţiale cu argument modificat s-a dezvoltat foarte mult în ultimii 50 
de ani. Problemele practice care au apărut, au condus la dezvoltarea 
teoriei în domeniu iar dezvoltarea teoriei a avut implicaţii asupra 
cercetărilor din diverse domenii aplicative. 
  Au apărut multe monografii în domeniul ecuaţiilor diferenţiale 
cu argument modificat, precum şi un foarte mare număr de lucrări 
ştiinţifice. 
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  Ecuaţia pantografului 

     y x ay x by x , x 0, 0, 1          

şi generalizări ale acestei ecuaţii au fost studiate foarte mult, mai ales 
după anul 1971, când apare lucrarea lui Kato şi McLeod [2] (1971), deşi 
cazul particular al acestei ecuaţii 

   y x y x , x 0, 0 1,        

se întâlneşte pentru prima dată în lucrarea lui Mahler [3] (1940), în 
legătură cu o problemă de teoria numerelor. 
  Ecuaţia 

  x
y x y , x 0

2
    
 

 

este menţionată în [1] (1977), în legătură cu o problemă de teoria 
grafelor. 
  În această lucrare prezentăm ecuaţia pantografului precum şi 
alte modele matematice care conţin ecuaţii diferenţiale cu modificare 
liniară a argumentului şi probleme relative la astfel de ecuaţii. 
  Folosind teoria operatorilor Picard obţinem rezultate de 
existenţă şi unicitate precum şi rezultate de dependenţă de date pentru 
o problemă Cauchy considerată. 
 
  2. Ecuaţia pantografului şi alte modele matematice  
  care conţin ecuaţii diferenţiale cu modificare liniară  
  a argumentului 
 
  Pantograful este un dispozitiv montat deasupra vehiculelor cu 
tracţiune electrică, servind ca priză electrică. Se referă mai ales la 
dinamica unui sistem colector de curent pentru o locomotivă electrică. 
Se pune problema de a determina mişcarea vârfului unui pantograf 
care colectează curent de la o reţea suspendată deasupra locomotivei. 
  Având în vedere aspecte privind fizica şi mecanica, după 
calcule şi aproximări, Ockendon şi Tayler în [6] (1971), arată că 
modelul matematic potrivit este un sistem format din patru ecuaţii 
diferenţiale cu modificare liniară a argumentului, de forma: 

     Y x Ay x By x , x 0, 0 1,         

unde A  şi  sunt matrice constante, la care se impun condiţii iniţiale. B
  Această problemă a fost reluată de către Ockendon în 
lucrarea [5] (1980). În anul 1971 a apărut o lucrare de referinţă în 
domeniu [2], în care se studiază proprietăţile asimptotice ale soluţiilor 
următoarei probleme: 
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     y x ay x by x , x 0, 0, 1          

 y 0 1,  

în cazul 0 , respectiv 1   1  , unde a,b . 
  Această lucrare a impulsionat cercetările în domeniu şi a 
determinat apariţia unui număr mare de lucrări. 
  Amintim aici şi o problema din geometria curbelor care 
conduce la un model matematic ce conţine o ecuaţie diferenţială cu 
modificare liniară a argumentului. 

  Considerăm    C : y y x , x I     şi     M x,y x C . 

Vrem să determinăm curbele  y y x  pentru care vectorul tangent în 

orice punct   ,y x M x  este paralel cu vectorul determinat de  O 0,0  şi 

, unde  P 1,y x    . Astfel, obţinem următoarea ecuaţie cu 

modificare liniară a argumentului: 

   y x y x , x I,     



. 
 
  3. Noţiuni teoretice necesare 
 
  Fie   un spaţiu metric şi X,d A : X X  un operator. Notăm 

cu  mulţimea punctelor fixe pentru A, adică: AF

  AF x X / A x x   .



 

  Următorul rezultat este binecunoscut: 
 Teorema 3.1. (Principiul contracţiei) 
  Fie  un spaţiu metric complet şi X,d A : X X  astfel încât 

      1 2 1 2 1 2d A x , A x d x ,x , x ,x X     

unde 0 1.   
  Atunci: 
  (i)   AF x  ; 

  (ii)   n
0

n
A x


 converge la x   pentru orice 0x X ; 

  (iii)       
n

n
0 0 0d x , A x d x , A x , n

1


  

 


Definiţia 3.1. A este un operator Picard dacă există

. 

  Prezentăm acum unele rezultate necesare din lucrarea [7]. 
 x X , astfel 

încât: 
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  1)  AF x  ; 

  2) şirul aproximaţiilor succesive   n
0

n
A x


 converge la x   

pentru orice 0x X . 

complet şi 
Observaţia 3.1. Remarcăm faptul că dacă X este spaţiu metric 

A : X  X  este o contracţie, atunci A este un operator 
Pica

a 3.2. (Te
Fie  un spaţiu metric complet şi operatorii , 

 este 

rd. 
Teorem orema de dependenţă de date) 

   X,d A,B : X X
astf

  (i) A

el încât: 

 - contracţie şi  * ; A AF x

  (ii) B are puncte fixe şi *
Bx BF ; 

  (iii) există 0  , astfel încât     d A x ,B x , x X    . 

  Atunci 

 * *
A Bd x , x .

1




 
 

 
  4. Existenţă, unicitate şi dependen  de date ţă
 
  Considerăm problema Cauchy 

      y x f x,y x , y x , x 0,b , 0 1           (4.1) 

  0y 0 y ,      

unde ş

 (4.2) 

 f C 0,b      i 0y  . 

  4.2) este
integra

Problema (4.1)+(  echivalentă cu următoarea ecuaţie 
lă: 

  Considerăm norma Bielecki 

      x
0y x y f s,y s ,y s ds , x 0,b , 0 1.          

0

B
  pe spaţiul C 0,b   , definită 

prin 

  x
B x 0,b  

y max y x e ,  unde 0  . 

Are loc 
Teorema 4.1. Presupunem că au loc condiţiile: 

(i)  f C 0,b      i 0yş  ;   
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  (ii) există fL 0 , astfel încât 

     ff x,u,v f x,u, L u v v ,  v u   

x 0,b      şi u,u,v,v  . 

  Atunci problema (4.1)+(4.2) are în C 0,b  
toda aproxima

 o so ţie unică

şi această ie poate fi o inută prin me ţiilor succesive 
d 

 *y  lu

soluţ bţ
pornin de la orice element din C 0,b   . 

 Demonstraţie. Considerăm operatorul 

      B
C 0 ,

B
A : C 0,b , ,b         definit prin 

0 0
s ,b .       x

A y x : y f s,y s ,y  ds , x 0     

  Obţinem 

      

       x
y s z

xs s s s
f 0 0

x x
x

f fB B

A y A z x

L s e e ds y s z s e e ds

1
1e e

L y z 1 1 L y z e .

   

 


 

       

                          

   

  Rezultă că 

x

              x
f B

1
1

A y x A z x e L y z , x 0,b

     

            şi  

    f BB

1
1

A y A z L y z , y,z C 0,b

       

 . 

Alegând  suficient de mare avem că A este o contracţie. Aplicând 
Principiul contracţiei, rezultă că A este operator Picard. 



  Acum considerăm următoarea problemă: 

      y x g x,y x , y x , x 0,b , 0 1            (4.3) 

  0y 0 y ,        (4.4) 

unde  ş g C 0,b     i 0y  , este acelaşi ca în

  Pentru această problemă, ope

 (4.1) şi (4.2). 

ratorul corespunzător este 

   B
,b , C 0,b ,

B
B : C 0        , 
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definit prin 
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         x
0 0

B y x : y g s,y s ,y s ds , x 0,b .        

 Avem 
ema 4.2. Presupunem că: 

 ondiţiile din Teorema 4.1 ş
Teor
 (i) au loc c i y   este soluţia unică a 

prob
i 

lemei (4.1)+(4.2); 
 (ii) problema (4.3)+(4.4) a re soluţie ş z   este o soluţie a 

a stei probleme; 
  (iii) există 
ce

0  , astfel încât  

   f x,u,v g x,u,v , x 0,b         u,v  şi   . 

Atunci,      b
d y ,z ,

1


  

 
 unde  fL

1
1

.

 


 

 Demonstraţie. Avem 

   
B

A y A z b , y C 0,b .        

3.2.  
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