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THE PANTOGRAPH EQUATION AND ITS GENERALIZATIONS

In the paper we present some results about the pantograph equation
and its generalizations. By using Picard operators technique we give existence,
uniqueness and data dependence results for the solution of a Cauchy problem.
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1. Introducere

Teoria ecuatiilor diferentiale este un domeniu important al
matematicii datorita faptului cd multe probleme din cele mai diverse
domenii conduc la modele matematice care contin ecuatii diferentiale.

Ecuatiile diferentiale cu argument modificat reprezinta o clasa
speciala de ecuatii diferentiale si Tn cadrul acesteia, ecuatiile
diferentiale cu modificari liniare ale argumentului ocupa un loc
important. Multe probleme din astronomie, chimie, fizica, economie,
inginerie, mecanica, stiinte sociale si alte domenii conduc la probleme
relative la ecuatii diferentiale cu argument modificat. Teoria ecuatiilor
diferentiale cu argument modificat s-a dezvoltat foarte mult in ultimii 50
de ani. Problemele practice care au aparut, au condus la dezvoltarea
teoriei Tn domeniu iar dezvoltarea teoriei a avut implicatii asupra
cercetarilor din diverse domenii aplicative.

Au aparut multe monografii in domeniul ecuatiilor diferentiale
cu argument modificat, precum si un foarte mare numar de lucrari
stiintifice.
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Ecuatia pantografului
y'(x) = ay(Ax) + by(x), x>0, >0, A =1

si generalizari ale acestei ecuatii au fost studiate foarte mult, mai ales
dupa anul 1971, cand apare lucrarea lui Kato si McLeod [2] (1971), desi
cazul particular al acestei ecuatii

y'(x) = y(Ax), x>0, 0<n <1,

se Intalneste pentru prima datd in lucrarea lui Mahler [3] (1940), Tn
legatura cu o problema de teoria numerelor.
Ecuatia

este mentionatd in [1] (1977), in legatura cu o problema de teoria
grafelor.

In aceastd lucrare prezentdm ecuatia pantografului precum si
alte modele matematice care contin ecuatii diferentiale cu modificare
liniara a argumentului si probleme relative la astfel de ecuatii.

Folosind teoria operatorilor Picard obtinem rezultate de
existenta si unicitate precum gi rezultate de dependenta de date pentru
o problema Cauchy considerata.

2. Ecuatia pantografului si alte modele matematice
care contin ecuatii diferentiale cu modificare liniara
a argumentului

Pantograful este un dispozitiv montat deasupra vehiculelor cu
tractiune electrica, servind ca prizd electrica. Se refera mai ales la
dinamica unui sistem colector de curent pentru o locomotiva electrica.
Se pune problema de a determina miscarea varfului unui pantograf
care colecteaza curent de la o retea suspendata deasupra locomotivei.

Avand in vedere aspecte privind fizica si mecanica, dupa
calcule si aproximari, Ockendon si Tayler in [6] (1971), arata ca
modelul matematic potrivit este un sistem format din patru ecuatii
diferentiale cu modificare liniara a argumentului, de forma:

Y’(x) = Ay(kx) + By(x) , x>0, 0<A<1,

Aceasta problema a fost reluatda de catre Ockendon in
lucrarea [5] (1980). In anul 1971 a aparut o lucrare de referinta in

domeniu [2], Tn care se studiaza proprietatile asimptotice ale solutiilor
urmatoarei probleme:
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y'(x) = ay(Ax) +by(x), x>0, >0, A =1

y(0) =1,
in cazul 0 <A <1, respectiv L >1,unde a,beR.

Aceasta lucrare a impulsionat cercetarile in domeniu si a
determinat aparitia unui numar mare de lucrari.

Amintim aici si o problema din geometria curbelor care
conduce la un model matematic ce contine o ecuatie diferentiala cu
modificare liniara a argumentului.

Consideram (C):y=y(x),xelc®R si M(x,y(x)) €(C).
Vrem sa determindm curbele y = y(x) pentru care vectorul tangent in

orice punct M(x,y(x)) este paralel cu vectorul determinat de O(0,0) si

P(1y(2x)), unde re®R. Astfel, obtinem urmatoarea ecuatie cu

modificare liniara a argumentului:
y'(x) = y(Ax), xel, L eR.

3. Notiuni teoretice necesare

Fie (X,d) un spatiu metric si A:X — X un operator. Notam
cu Fp multimea punctelor fixe pentru A, adica:
Fa = {XEX/A(X)zx}.

Urmatorul rezultat este binecunoscut:
Teorema 3.1. (Principiul contractiei)

Fie (X,d) un spatiu metric complet si A:X — X astfel incat
d(A(x1),A(x2)) < ad(Xq,Xp), V Xq,XpeX

unde O<a<1.
Atunci:

(i) Fa = {x};

(ii) (A”(xo))nEN converge la x* pentru orice xg € X;

(i) d(xx A" (xp)) < 2 d(x0. A(xo)) ¥neN.

Prezentam acum unele rezultate necesare din lucrarea [7].

Definitia 3.1. A este un operator Picard daca exista x* e X, astfel
incét:
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1) Fa = {x#};

2) sirul aproximatiilor succesive (A” (xo)) converge la x
neN

pentru orice xg € X.

Observatia 3.1. Remarcam faptul c& daca X este spatiu metric
complet si A: X —> X este o contractie, atunci A este un operator
Picard.

Teorema 3.2. (Teorema de dependenta de date)

Fie (X,d) un spatiu metric complet si operatorii AB: X — X,
astfel incat:

(i) A este o - contractie si Fp = {x;};

(ii) B are puncte fixe si x*B efg;
(iii) exista & >0, astfel incat d(A(x),B(x)) <3, ¥ xe X.

Atunci
5

1-a

d (X*A, x*B) <
4. Existenta, unicitate si dependenta de date

Consideram problema Cauchy
y'(x) = f(x,y(x), y(xx)), xe[0,b], O<i<1 (4.1)
y(0) = vo (4.2)
unde f e C ([O,b]x‘ﬁx‘ﬁ) si ygeR.
Problema (4.1)+(4.2) este echivalentd cu urmatoarea ecuatie
integrala:
y(x) = yo + J'g f(s,y(s),y(ks))ds, xe[0b], 0<n<1.

Considerdm norma Bielecki pe spatiul C[0,b], definita

|'|B
prin
|y|B = Xrerﬁg?é](|y(x)|e_”), unde t>0.
Are loc
Teorema 4.1. Presupunem ca au loc conditiile:

(i) feC([O,b]x‘Rx‘R) Si ygeR;
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(i) existd L >0, astfel incat
|f(x,u,v) - f(x,G,V)| < Lf(|u—G| + |V—V|),
vV xe[0b] siuuvveR.

Atunci problema (4.1)+(4.2) are in C[0,b] o solutie unica y

si aceasta solutie poate fi obtinuta prin metoda aproximatiilor succesive
pornind de la orice element din C[0,b].

Demonstratie. Consideram operatorul
A:(c[ob],|-|g) > (c[ob], || ) definit prin
A(y)(x)=yg + fg f(s,y(s).y(rs))ds, xe[0,b].
Obtinem
[AW)(X) - AZ)(X)] =
< Ly U;| y(s)—z(s)|e‘rsersds+ ,[(ﬂ y(ks)—z(ks)|e‘“seﬂsds }s
1

X TAX 1+—
<Lg ||y—z||B[(eT_1] +[em 4}] < Lfo”y_z”B 2y

Rezulta ca

1+1

|A(y)(x) - A(z)(x)|e‘rx < Lka"y—z"B, vV x€[0,b] Si

1+1

||A(y)—A(z)||B = LfTX"y_Z"B’v y.zeC[0b] .

Alegénd t suficient de mare avem ca A este o contractie. Aplicand
Principiul contractiei, rezulta ca A este operator Picard.
Acum consideram urmatoarea problema:

y'(x) = g(x,y(x), y(kx)), xe[0,b], O0<i<1 (4.3)
y(0) = yo., (4.4)
unde ge C([O,b]xRx%R) si yg € RN, este acelasi ca in (4.1) si (4.2).
Pentru aceasta problema, operatorul corespunzator este

B:(C[0b].| 5] > (c[0.b]. |fg),
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definit prin
B(y)(x) = yo + fg g(s.y(s).y(rs))ds, xe[0b].

Avem
Teorema 4.2. Presupunem ca:
(i) au loc conditiile din Teorema 4.1 si y * este solutia unica a
problemei (4.1)+(4.2);
(i) problema (4.3)+(4.4) are solutie si z* este o solutie a
acestei probleme;
(iii) exista n > 0, astfel incat

|f(x,u,v)—g(x,u,v)| <m,V xe[0b] si uveR.

1+—
7\/ -

nb , unde o = L

Atunci <
unci, d(y*z*) < o -

Demonstratie. Avem
|A(y) - A(z)[ < nb, v yecC[ob].
Aplicam Teorema 3.2.
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