
 
 

 
 
 

 
STUDIUL DINAMIC AL ROBOTULUI SERIAL MODULAR 

SUSPENDAT TTRT 
 

Viorel ISPAS, Nicusor-Iosif URSA, Ramona-Maria GUI (căs.LUNG) 
 
 

THE DYNAMIC STUDY OF THE SUSPENDED TTRT SERIAL 
MODULAR ROBOT 

 
 From the dynamic studies performed on a family of robots proposed to 
serve the radiators flow process, made at SC RAAL SA Bistriţa, the authors 
present in this paper the dynamic study of serial modular robot suspended 
TTRT. Using the Lagrange’s equations of second kind, the robot’s dynamic 
equations were derived.  
 The algorithm which leads to the dynamic equations includes: the 
kinetic energy of the robot, after, in advance, the kinetic energies of the 
component modules were determined and the generalized driving forces were 
established.  
 The dynamic study of the robot allows the calculation of the actuators 
and determining the optimal variant of arrangement of the modules in the robot 
structure, so that the energy consumption will be minimal.  
 
 Keywords: Lagrange equations, radiator, kinetic energy, motors 
generalized forces, actuator, dynamic equations 

Cuvinte cheie: ecuaţiile lui Lagrange, radiator, energie cinetică, forţe 
generalizate motoare, motor de acţionare, ecuaţii dinamice 

 
 

1. Introducere 
 

Pentru a găsi varianta optimă de robotizare sub aspect con-
structiv şi funcţional, se efectuează un studiu dinamic al roboţilor pro-

 773



puşi ca soluţie de automatizare şi modernizare a procesului de pastare 
în cazul fabricaţiei radiatoarelor din aluminiu la S.C. RAAL S.A. Bistriţa. 

Studiul presupune parcurgerea următoarelor etape: 
 

 - elaborarea schemelor cinematice structurale ale roboţilor 
propuşi; 
 - stabilirea sistemului de ecuaţii diferenţiale de mişcare pentru 
fiecare robot în parte; 
 - stabilirea variantei contructive optime de aranjare a modulelor 
în structura robotului; 
 - calcule specifice de dinamică privind alegerea motoarelor de 
actionare. 
 

Roboţii industriali specializaţi ridică producătorului problema 
realizării unei diversităţi mari de tipuri, de la cele mai simple cu 
mobilitate şi flexibilitate redusă, până la roboţi inteligenţi.  

O rezolvare a acestei probleme este abordarea construcţiei 
modulare a roboţilor. Construcţia modulară presupune realizarea unui 
număr de module standard comune pentru aceeaşi familie de roboţi, 
care combinate judicios, să conducă la o varietate de construcţii diferite 
în complexitate şi utilizare.  

Pentru ca un sistem modular să rezolve problemele de 
proiectare, realizare şi exploatare, acesta trebuie să fie compus dintr-un 
număr redus de module, care să aibă o concepţie unitară şi posibilităţi 
multiple de interconectare funcţională. 

În lucrarea [1], se prezintă un set de criterii de optimizare 
privind alegerea structurilor cinematice de roboţi modulari. Analizând 
criteriile de optimizare amintite mai sus, se pot concepe şi proiecta mai 
multe module de roboţi propuşi a fi studiaţi, aşa cum s-a precizat în 
capitolul 2, paragraful 2.3.3.2, lucrarea [7].  

Pentru optimizarea constructivă a roboţilor seriali de tip 
modular s-a folosit o metodă energetică de optimizare propusă în 
lucrarea [2].  

Ecuaţiile dinamice ale roboţilor propuşi a fi studiaţi se pot 
obţine utilizând ecuaţiile lui Lagrange de speţa II–a, scrise, conform cu 
[3], sub forma: 

K
kk

Q
q
Ec

q
Ec

dt
d
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


,  k .h...,3,2,1           (1) 

 
În ecuaţiile (1) se fac următoarele precizări: 
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kq - reprezintă coordonatele generalizate;  

k - reprezintă numărul gra-delor de libertate;  

kq - reprezintă vitezele generalizate; 

Ec - reprezintă energia cinetică a robotului;  

kQ - reprezintă forţele generalizate. 

 
Energia cinetică a sistemului este egală cu suma energiilor ci-

netice ale elementelor componente. În conformitate, [8], cu energia ci-
netică a unui element “i”, considerat corp rigid, se poate determina 
astfel: 
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(2) 
Mărimile mecanice care intervin în relaţia (2) sunt: 
 

M      - reprezintă masa elementului (rigidului);                

ccc z,y,x   - reprezintă coordonatele centrului de greutate; 

zyx JJ,J     - reprezintă momentele de inerţie mecanice axiale; 

zxyzxy JJ,J   - reprezintă momentele de inerţie mecanice centrifugale; 

zyx ,    - reprezintă componentele vitezei unghiulare instantanee    

                   pe axele unui sistem cartezian Oxyz , solidar cu rigidul; 

zyx v,v,v  - reprezintă componentele carteziene ale originii O a siste- 

                  mului de referinţă Oxyz. 
  

Pentru simplificare, se consideră că elementele sistemului sunt 
modulele componente ale robotului şi că în cazul fiecărui modul 
sistemul de referinţă se alege cu originea în centrul de greutate. Astfel 
coordonatele centrului de greutate sunt nule, adică:    

 

.0zyx ccc   

De asemenea, sistemele de referinţă solidare cu modulele 
robotului se aleg astfel încât axele de coordonate să coincidă cu 
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direcţiile principale de inerţie corespunzătoare originii acestor sisteme, 
motiv pentru care: 

 

.0JJJ zxyzxy   

În aceste condiţii, expresia (2) a energiei cinetice ajunge la forma:  
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2. Ecuaţiile dinamice ale robotului TTRT 
 
În cazul în care modulele de translaţie şi de rotaţie de pe axa 

verticală a robotului TTTR sunt interschimbabile, atunci robotul poate fi 
reconfigurat, obţinând robotul suspendat TTRT. Schema cinematică 
structurală a robotului este prezentată în figura 1. 

Robotul TTRT este constituit din următoarele module: două  
module identice de translaţie în plan orizontal pe direcţia axei 1 , an-

samblul acestora având 
centrul de greutate în 

, un modul de transla-

ţie 2 în plan orizontal pe 
direcţia axei 

1O

12  , un 

modul de rotaţie 4 în jurul 
axei verticale 4  şi un 

modul de translaţie 3 pe 
verticală în lungul axei 

3  a ansamblului 

radiator R - suport de 
susţinere SSR a radiato-
rului care urmează a fi 
introdus în baia de 
pastare. Şi în cazul 
robotului TTRT, fiecare 
modul are un singur grad 
de libertate, mişcarea 
realizându-se printr-o 
acţionare, comandă şi 
poziţionare indepen-
dente.  

Fig. 1 Schema cinematică a robotului 
TTRT suspendat 
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Notaţiile introduse în figura 1 sunt următoarele: 

0l , , , , ' , - reprezintă parametrii constructivi ai robotului; 1l
'
2l 3l 4l 5l

41k  - reprezintă numărul gradelor de libertate; 

iG , - reprezintă forţele de greutate ale modulelor, respectiv a  51i 
 ansamblului mobil radiator R – suport de susţinere radiator SSR; 

im ,  - reprezintă masele elementelor constructive ale robotului; 51i 

0O  - reprezintă punctul care marchează cota zero; 

iO , - reprezintă originile sistemelor de referinţă carteziene 

mobile  solidare cu partea mobilă a modulelor robotului, care 

coincid cu centrele de greutate ale acestor module; 

41i 

iii yxO iz

i , - reprezintă axele de mişcare; 41i 

5 - reprezintă axa care trece prin centrul de greutate  al ansam- 

blului radiator R–suport de susţinere radiator SSR şi este paralelă cu 
axa ; 

5O

3

iF , -reprezintă forţe motoare; 41i 

3M  - reprezintă moment motor; 

)4(

4
J - reprezintă momentul de inerţie mecanic al echipajului mobil al 

modulului de rotaţie 4, determinat în raport cu axa 4 ; 
)3(

4
J - reprezintă momentul de inerţie mecanic al modulului de translaţie 

3 în raport cu axa 4 ; 

)5(

4
J - reprezintă momentul de inerţie mecanic in raport 

cu axa  a ansamblului R–SSR. 4
  
 Ecuaţiile dinamice ale robotului industrial suspendat TTRT se 
determină utilizând ecuaţiile lui Lagrange de speţa a II-a, scrise sub 
forma: 

k
k

Q
qk
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dt
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








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

,   k 41 . 

  
 Urmărind figura 1, se pot face următoarele precizări; 
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 - originile  ale sistemelor de referinţă mobil s-au ales în 

centrele de greutate ale modulelor, astfel că 
iO

 0zyx ccc   în 

expresia (2) a energiei cinetice; 
 - sistemele de referinţă mobile se consideră sisteme principale 
de inerţie, astfel că momentele de inerţie mecanice centrifugale sunt 
nule, adică . 0JJJ zxyzxy 

 Energiile cinetice ale elementelor constitutive ale robotului 
(module şi suport de susţinere radiator) se determină aplicând succesiv 
relaţia (3) şi urmărind figura 1. Astfel: 
 
 - pentru modulul 1 de translaţie în lungul axei 1   

2
111 qm

2

1
Ec  ,    (4) 

deoarece parametrii cinematici care caracterizează această mişcare 
sunt: 

 0
111 zyx  ;  0vv

11 zx  ;  ;      (5) 1y qv
1



 - pentru modulul de translaţie 2 în lungul axei 2  

 2
2

2
122 qqm

2

1
Ec   ,                          (6) 

pentru că parametrii cinematici care caracterizează această mişcare 
sunt: 

0
222 zyx  ;  2x qv

2
 ;  1y qv

2
 ;  0v

2z  ;       (7) 

 
 - pentru modulul de rotaţie 4 în jurul axei verticale 4  se pot 

preciza parametrii cinematici ai mişcării, ca fiind: 
 

        ;  ;  0
44 yx  4z q

4
 210 qqv

4
  ;   

  ;  ;  .                  (8) 2x qv
4

 1y qv
4

 0v
4z 

 
Conform cu (3), energia cinetică a acestui modul este: 
 

      2
4

42
2

2
144 qJ

2

1
qqm

2

1
Ec

4


 ;                         (9) 
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 - pentru modulul de translaţie 3 in lungul axei verticale 3 , 

parametrii cinematici ai mişcării sunt: 
 

               0
33 yx  ;  4z q

3
 ;  3210 qqqv

3
  ;   

  ;  ;  .   (10) 2x qv
3

 1y qv
3

 3z qv
3



 
astfel că energia cinetică corespunzătoare acestui modul este, conform 
cu (3): 

    2
4

32
3

2
2

2
133 qJ

2

1
qqqm

2

1
Ec

4


 ;              (11) 

 
 - pentru ansamblul radiator R – suport de susţinere radiator 
SSR, se pot preciza parametrii cinematici ai mişcării şi anume: 
 

543210 rqqqqv
5

  ;    43
'
4345545 kqllilOOr  ; 

2
5

2
4

2
3

2
2

2
1

2
0 lqqqqv

5
  ;  ;  .    (12) 0

44 yx  4z q
4



 
 Introducând (12) în (3), se obţine energia cinetică a ansam-
blului R-SSR, a cărei expresie este: 
 

     2
4

52
5

2
4

2
3

2
2

2
155 qJ

2

1
lqqqqm

2

1
Ec

4


 .         (13) 

  
 Prin însumarea energiilor cinetice exprimate prin relaţiile (4), 
(6), (9), (11) şi (13), se obţine expresia energiei cinetice a robotului 
TTRT, scrisă sub forma: 
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


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
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(14) 
 
Urmărind relaţiile (1) şi (14), se pot scrie următoarele expresii: 
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 Forţele generalizate  se deduc în ipoteza că legăturile 

robotului sunt olonome, ceea ce înseamnă că aceste legături nu depind 
explicit de vitezele generalizate şi, în consecinţă, nu depind de 
deplasări.  

kQ

 Astfel deplasările elementare virtuale sunt independente, motiv 
pentru care pot fi considerate succesiv câte una diferită de zero, 
celelalte fiind nule. 
 În conformitate cu [1], forţele generalizate pot fi determinate cu 
relaţia: 

   
k

k q

L
Q




 ;  k 41 .                              (16) 

 
 Lucrul mecanic elementar virtual al forţelor exterioare (forţe 

motoare 1F , 2F , 3F  şi forţe de greutate iG , 51i  ) şi al momentului 

motor , corespunzător unor deplasări elementare virtuale compati-

bile cu legăturile robotului, se determină urmărind figura 1. Expresia 
acestui lucru mecanic este: 

4M

 
   4435332211 qMqGGFqFqFL  ,    (17) 

având în vedere că 11 qG  , 12 qG  , 22 qG  , 13 qG  , 

23 qG  , 33 qG  , 14 qG  , 24 qG  , 15 qG  , 25 qG  , 

315 qG  , 121 qF  , 232 qF  , 343 qF  , 454 qM  . 

  
 În conformitate cu (16) şi (17), forţele generalizate au expresii-
le: 
 
 ,  11 FQ  22 FQ  ,  5333 GGFQ  ,  44 MQ  .          (18) 
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 Ecuaţiile diferenţiale de mişcare a robotului se obţin din (1) în 
care se introduc (15) şi (18). Aceste ecuaţii sunt: 
 

11

5

1i
i Fqm 
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
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
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

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   GGFqmm 533353  , 

         44
5432

55 MqJJJlm
444

 
 .             (19) 

 
 Ecuaţiile diferenţiale (19) ale robotului au fost stabilite în 
ipoteza că toate mişcările au loc simultan.  

 
3. Concluzii 

 
■ Cu sistemul de ecuaţii diferenţiale obţinute se pot rezolva 

cele două probleme fundamentale reciproce, directă şi inversă, ale 
robotului. În cazul problemei directe se determină mişcarea robotului, 
dacă se cunosc forţele şi momentele care acţionează asupra lui.  

 
■ În cazul problemei inverse se presupune cunoscută mişcarea 

robotului şi se cere să se determine legile variaţiei ale forţelor şi 
momentelor motoare.  

 
■ Această problemă permite alegerea motoarelor de acţionare 

luând în considerare organologia fiecărui modul în parte şi dinamica 
robotului; permite, de asemenea, alegerea legilor de mişcare pe fiecare 
axă şi a unei variante optime de aranjare a modulelor în structura 
mecanică a robotului, în aşa fel încât consumurile energetice să fie 
minime [4], [5], [2], [3]. 
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