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THE ANALYTICAL AND NUMERICAL STUDY  
OF DISPLACEMENTS FOR AN ARTICULATED BEAM 

 
In this paper had realized an analytical and numerical study to 

determine the displacements and stresses for an articulated square beam 
loaded to bending. To realize this study had considered the following two 
cases: a) the beam is continuous and b) the beam has a joint in the middle. For 
numerical analysis had used the ANSYS 12.1 (for static and dynamic analysis) 
and RDM software and for analytical study had used the relations from 
literature. 
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1. Introducere 
 

Metoda elementelor finite (MEF) este o metodă numerică 
aproximativă de calcul care permite realizarea unor analize statice şi 
dinamice ale sistemelor mecanice, precum şi optimizări de geometrie.
 În lucrarea de faţă, pentru studiul unei grinzi continue şi 
articulate sunt folosite următoarele module de analiză numerică din 
pachetul ANSYS 12.1: Static Structural; Transident Structural (ANSYS); 
Transident Structural (MBD); Mechanical ADPL (ANSYS). 

Prin analiza statică structurală (Static Structural) sunt 
determinate deplasări, deformaţii, tensiuni şi eforturile din structuri sau 
din elemente componente ale structurii generate de sarcini exterioare. 
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Nu sunt luate în considerare efectele inerţiale. În acest caz, solicitările 
şi răspunsul structurii/elementelor la solicitări au o variaţie scăzută în 
raport cu timpul. 
 Analiza tranzitorie structurală, Transident Structural (ANSYS), 
este utilizată pentru determinarea comportării dinamice a unei structuri 
sub acţiunea forţelor (solicitărilor) ce variază în timp. Se pot determina 
variaţia în timp a deplasărilor, deformaţiilor, tensiunilor şi a forţelor din 
structură ca răspuns la orice solicitare tranzitorie. În acest caz sunt 
importante efectele inerţiale. 
 Cel de-al doilea tip de analiză tranzitorie, Transident Structural 
(MultiBody Dynamics), ajută la determinarea comportării dinamice a 
unui ansamblu de corpuri rigide, conectate între ele prin articulaţii şi 
arcuri. Datele de intrare şi de ieşire (rezultate), în acest caz, sunt forţe, 
momente, deplasări, viteze şi acceleraţii; deoarece corpurile sunt 
considerate rigide, deformaţiile şi tensiunile nu se pot determina.  

Cu ajutorul modulului Mechanical ADPL se pot realiza atât 
analize statice, cât si analize dinamice, modale etc., şi oferă 
utilizatorului posibilitatea de a controla diferiţi parametrii, cum ar fi: tipul 
de element finit, punctul în care se doreşte a se determina deplasările 
şi tensiunile maxime, definirea materialului etc. 
 

2. Studiul analitic a grinzii solicitată la încovoiere 
 

Pentru studiul analitic, se consideră o grindă de secțiune 
pătrată din oţel, având dimensiunile 5X5X200 mm solicitată la 
încovoiere de forţele )61i(,Fi  , de momentul încovoietor 

, de sarcina uniform distribuită mmN5000M  mmN2q   pe o 

porţiune din grindă de lungime .mm50a   Constantele elastice ale 

materialului sunt: modulul lui Young 25 mmN101,2 E  şi coeficientul 

lui Poisson . 3,0
În figura 1, a) şi b) sunt prezentate modul de rezemare 

(reazeme simple) şi de solicitare în cazul grinzii continue şi articulate. 
 

 
a) 

 658 



 
b) 

 

Fig. 1  Schema de rezemare şi solicitare pentru grinda continuă (a)  
şi grinda articulată (b) [1] 

 
Având în vedere figura 1, a şi aplicând Teorema lui Castigliano 

se determină deplasarea în punctul 5 în cazul grinzii continue: 
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                                                (1) 

Astfel, valoarea deplasării în punctul 5 va fi: 
                                              mm50,05                                         

Pentru determinarea deplasării în punctul în care se află 
articulaţia - în cazul grinzii articulate (figura 1, b) – ţinând cont de 
ecuaţia diferenţială a fibrei medii deformate (relaţia 2) şi aplicând 
metoda identificării constantelor de integrare (metoda CLEBSCH), se 
determină deplasarea în punctul 5.   

                                            xM
dx

vd
EI

2

2

z                                           (2) 

în care  reprezintă modulul de rigiditate la încovoiere al secţiunii 

grinzii, iar  reprezintă momentul încovoietor în secţiunea x a 

grinzii. 

zEI

 xM

Valoarea deplasării în acest caz este: 
                                             mm19,15                                           

Tensiunea maximă, în cazul grinzii continue şi articulate, s-a 
determinat utilizând relaţia lui Navier, astfel: 

                                  
z

i
max W

M
max                                           (3) 

în care  reprezintă tensiunea normală maximă, 
max

reprezintă 

momentul încovoietor maxim (valoarea sa se ia din diagrama de 
momente a grinzii, ),  reprezintă modulul de 

rezistenţă axial în raport cu axa z ( ). 

max iM

mmN5,5833M
maxi 

z 20W 

zW

8333, 3mm
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Valoarea analitică a tensiunii normale maxime va fi: 

                                  2
max mmN280                             

 
3. Rezultate obţinute 
 
3.1. Grinda continuă 

 
Pentru studiul numeric al deplasării şi tensiunii maxime s-a 

modelat grinda continuă cu ajutorul programului Mechanical ADPL 
(ANSYS 12.1), ţinându-se cont de modul de rezemare şi de încărcare 
prezentate în figura 1, a.  

Pentru discretizare s-a ales elementul finit de tip BEAM3 
(BEAM 2D elastic) ce posedă 3 grade de libertate (translaţii de-a lungul 
axelor x şi y şi o rotaţie în raport cu axa z), lungimea elementului fiind 
de 10 mm.  

De asemenea, pentru acest studiu s-a utilizat şi programul 
RDM pentru validarea modului de lucru în programul ANSYS. 

În figura 2 se prezintă deformarea grinzii continue solicitată la 
încovoiere cu valoarea forţei N100F1  , iar în figura 3 se prezintă 

distribuţia tensiunilor normale.  
 

 
Fig. 2  Deformarea grinzii continue (pentru N100F  ) 

 

 
Fig. 3  Distribuţia tensiunilor normale (pentru N100F  ) 

 
În tabelul 1 sunt date valorile obţinute numeric ale deplasărilor 

în punctul 5, iar în tabelul 2 sunt date valorile tensiunilor normale 
maxime la distanţa mm150x  . 
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                                                                                Tabelul 1 

 
                  

                                                                                        Tabelul 2 

 
 
Având în vedere rezultatele obţinute ale deplasărilor şi ale 

tensiunilor normale din tabelul 1 şi 2, s-au trasat diagramele din figura 
4, ce exprimă variaţia deplasărilor, respectiv a tensiunilor, în funcţie de 
forţele aplicate. 

 

 
a) 

Fig. 4  Diagrama deplasărilor în funcţie forţele aplicate, obţinute prin MEF 
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b) 

Fig. 4  Diagrama tensiunilor maxime în funcţie forţele aplicate,  
obţinute prin MEF (continuare) 

 
3.2. Grinda articulată 

 
Pentru determinarea deplasării grinzii articulate s-au utilizat, din 

programul ANSYS Workbench 12.1, următoarele module: Static 
Structural, Transident Structural (ANSYS) şi Transident Structural 
(MBD), descrise anterior.  

Modul de rezemare şi încărcare a grinzii articulate se 
realizează ţinând cont de figura 1, b, iar rotaţia articulaţiei grinzii are loc 
după axa z.  

Se menţionează faptul că, în modulul Transident Structural 
(MBD), figura 7, reazemele convenţionale sunt înlocuite cu o articulaţie 
de tip Slot (grade de libertate: o translaţie în raport cu axa x şi rotaţii în 
raport cu axele x, y şi z), respectiv cu o articulaţie sferică (grade de 
libertate: rotaţii în raport cu axele x, y, z). 

În urma discretizării grinzii au rezultat un număr de 47.491 de 
noduri şi 25.284 de elemente. 

În figura 5 şi 6 se prezintă modul de deformare a grinzii în 
regim static şi în regim tranzitoriu (Transident Structural ANSYS) 
aplicând o forţă având valori cuprinse între  100 – 600 N. 

În regimul tranzitoriu Transident Structural MBD, datorită 
faptului că în acest caz, grinda se consideră rigidă şi nu se pot aplica 
forţe, se impun unghiuri de rotaţie a articulaţiei, în urma rotirii cu unghiul 
respectiv rezultând valoarea deplasării în acea articulaţie. 
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Fig. 5  Deplasarea grinzii articulate - ANSYS 12.1  
(Static Structural) - pentru N600F   

 
 

 
 

Fig. 6  Deplasarea grinzii articulate - ANSYS 12.1  
(Transident Structural) - pentru N600F   

 

 
 

Fig. 7  Deplasarea grinzii articulate - ANSYS 12.1  
(Transident Structural MBD) 

 
În tabelul 3 sunt sistematizate valorile deplasărilor obţinute în 

funcţie de forţele aplicate în regim static şi tranzitoriu (Structural 
Transident ANSYS).  

În tabelul 4 sunt prezentate valorile deplasărilor în funcţie de 
unghiurile de rotaţie impuse articulaţiei în regimul tranzitoriu Transident 
MBD. 
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Cu ajutorul rezultatelor obţinute din tabelele 3 şi 4, s-au  
realizat diagramele de variaţie a deplasărilor din figura 8,  în funcţie de 
forţele aplicate şi de unghiul de rotaţie impus în articulaţia grinzii. 
 

                                                                                            Tabelul 3 

 
 

                                                                                  Tabelul 4 

 
 
 

 
a) 

 
Fig. 8  Variaţia deplasărilor în funcţie de valoarea forţelor aplicate 
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b) 

 
Fig. 8 Variaţia deplasărilor în funcţie de unghiul de rotaţie impus (continuare) 

 
 4. Concluzii şi observaţii 

 
Pentru determinarea deplasărilor şi tensiunilor se studiază o 

grindă din oţel de secţiune pătrată solicitată la încovoiere 
considerându-se două cazuri: grindă continuă şi grindă articulată. 

Studiul deplasărilor şi tensiunilor se realizează analitic şi prin 
MEF, în regim static şi dinamic. 

 
În urma studiului se pot evidenţia următoarele: 
 

 ■ în regim static şi dinamic, pentru ambele cazuri de grinzi, 
rezultatele deplasărilor şi tensiunilor obţinute analitic şi numeric, pentru 

, se regăsesc în aceeaşi plajă de mărimi, abaterile relative 

fiind sub 10 %, validând astfel modul de lucru cu programul ANSYS; 
1F 100 N

 ■ în cazul regimului tranzitoriu MBD, impunând unghiul de 
rotaţie a articulaţiei se poate determina deplasarea în zona articulaţiei. 
Altfel supus, se poate determina unghiul optim de rotaţie astfel încât 
deplasarea să fie cea dorită sau aproximativ egală cu cea determinată 
analitic sau experimental. În acest mod, se poate controla deplasarea 
sistemului astfel încât deplasările sale să fie cât mai reduse, rezultând 
o comportare dinamică bună a sistemului; 

 ■ având în vedere rezultatele sistematizate în tabelul 4, 
unghiurile optime pentru ca deplasarea rezultată să fie aproximativ 
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egală cu cea obţinută analitic, sunt cuprinse în intervalul , 
abaterile relative fiind sub 5 %; 

o o4,5 4,8

 ■ analizând diagramele din figura 4 şi 8 se poate observa 
avantajele metodei cu elemente finite (programele ANSYS şi RDM), 
aceasta putând fi aplicată şi în cazul unor mecanisme complexe. 
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