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THE STUDY OF TEMPERATURE EFFECT IN THE RESIDUAL
STRESSES OCCURRENCE FOR THE CASE
OF LOW THICKNESS DISKS
PART Il - THE CALCULUS RELATIONS FOR THE RESIDUAL
STRESSES DETERMINATION

In order to determine the stress and deformation state of some
structures one must know the residual stresses due to the temperature. One
considers the situations when the stresses reach the limits imposed by von
Mises criterion; plastic deformations will appear; these have as effect a
redistribution of residual stresses. In order to determine the residual stresses,
theoretical studies and experimental research, based on the section method,
have been done. One has studied the hot laminated structures. Following the
uniform cooling, residual thermal-elastic-plastic stresses appear in the material.
The performed determinations based on the section method lead to high
precision determination of the residual stresses field. The established
theoretical equations were also verified.

Keywords: residual stresses, plastic deformation, criteria, tension of
the membrane, plate
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1. Introducere

Consideratjile teoretice se fac cu referire la materiale cu
comportare elasto-plasticd. In aceste cazuri, dupd indepartarea
incarcarii pot sa apara tensiuni remanente daca in timpul solicitarii s-a
depasit chiar si numai local limita de curgere a materialului. Se
considera ca revenirea se face dupa o dreapta paralela cu cea de la
incarcare. In ceea ce priveste conditile in care apar deformatiile
plastice, se vor face referiri la criteriile de plasticitate Mises, Tresca sau
criteriul unificarii cdmpurilor, propus de YU M.H.

Lucrarea ocupandu-se de efectele temperaturii, se face
precizarea ca la grosimi mari ale placilor circulare, efectul tensiunilor de
membrana se micsoreaza considerabil ( solicitari in domeniul elastic).
Consecinta concreta a celor aratate mai sus este aceea ca aparitia
tensiunilor remanente este inevitabila.

Se considera ca v = 0,5, in domeniul deformatiilor plastice,
conditie ce duce la simplificari importante ale calculelor.

Se considera o placa plana de grosime mica t, solicitata pe
suprafata laterala, in planul median al acesteia, cu sarcini situate Tn
acelasi plan cu suprafata mediana (tractiune sau compresiune).

Fetele placii paralele suprafetei mediane, sunt la z = + t/2 si nu
sunt incarcate. In aceste conditii placa se afla intr-o stare pland de
tensiune (se neglijeaza tensiunile o, perpendiculare pe suprafafa
mediana).

ot 2%[ PR —(1+v)a6’1
o, = 12—Gv [gy +ve, —(1+ v)a@} (20)
Txy:G'yxy’ o, =0;
Ex =E(o'x —vay)+a49;
(21)
€y =E<O'y —VO'X)+ ab,
Z:ii:. 6’—1 <5x+gy)
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Daca se neglijeaza variatia deformatiilor specifice in raport cu z
(axa perpendiculara planului median), sau daca se lucreaza cu valori
medii ale acestora (raportate la grosimea placii), se poate utiliza functia
lui Airy, caz n care se pot simplifica foarte mult calculele. Se ajunge la
un studiu al ecuatiei:

V2V2F =—Eav?0 (22)
careia i se ataseaza potentialul termoelastic corespunzator:
V24 =Eab (23)
Pentru tensiuni se obtin expresiile:

2 2 2
a:a F; Gy:(? F; Txyz_aF (24)
o2 Oxdy

Pentru cazul particular al starii plane de tensiune, relatiile (5)
iau forma:

V2u+1+v_@:2(1+v).6(a0).

1-v ox 1-v ox
1+v e _21+v) o) 0w ov
l-v &y 1-v oy’ ox Oy

E

(25)
V3 +

in relatiile de mai sus temperatura 6 = 6(x,y) este constanta pe
grosimea t a placii. Daca temperatura ar fi variabila, pe grosimea placii
ar aparea si o solicitare de incovoiere care ar face ca placa sa nu mai
ramana plana.

Din echilibrul elementului de placa si in ipoteza ca incarcarea
este nula, intre tensiuni exista relatia:

d(r-o,
%—%zo (26)

unde tensiunile perpendiculare pe planul median al placii sunt nule, ¢, =
0. Se presupune ca solicitarea placii este data numai de un camp
termic si ca aceasta se realizeaza in domeniul elastic de solicitare.
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Relatiile:

&, =%(0',—v0'¢,)+a9 analog pentru &,;
(27)

£, =—%(0', + 0'¢,)+ ab

in care 6 este temperatura; se introduc n relatia (26) si rezulta relatia
de calcul:

d2u+ldu L do (28)

cu solutia:

(29)

+v

1 1
u=A—+Br+a
r r

J.rﬁdr

Se obtin in final relatile de calcul al tensiunilor pentru zona
elastica:

| S N | _ 1
{ar,(pz 5 {+A—2(l—v)+B(l+v)+ar—2(l—v2)_|‘r9dr}; (30)

1-v r

unde expresia lui o, se mai completeazd in paranteza mare cu

termenul oc(l —v?

Constantele de integrare A si B se vor determina din conditiile
de continuitate la limita dintre domeniul elastic si domeniul plastic.

In esenta, criteriul unificarii campurilor (CUC) are la bazi
ipoteza conform careia “curgerea plastica “ este controlata de actiunea
si combinatia a doua tensiuni tangentiale de forfecare.

n esentd, acest criteriu consta din:

- se stie ca 61 = 6, > o3, sunt tensiuni principale;
- (o1, 62); (02, 03) Si (03, 01) sunt plane de forfecare.

Matematic, criteriul CUC are forma:
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713 +b1p =c, cand Ty 27y3;

(31)
713 + bT23 =c, cand 773 > T]z’
sau in tensiuni normale principale:
1 1103
o —n(baz +03)=0,, pentru 20;;
+
(32)
1 1103
—(0'1 +b0'2)—03 =0,, pentru <o,

1+b

unde o, - este limita de rupere la tractiune a materialului, b — un

coeficient dependent de tensiunile principale 2. Se observa ca pentru
b = 0 se ajunge la criteriul Tresca, b = 0,5 se ajunge la criteriul von
Mises si pentru b = 1 se lucreaza cu criteriul CUC.

Pe baza acestui criteriu de plasticitate rezulta conditia:

o, +02 =2 (33)

2
c % TOrp =0¢

o -0
unde o, reprezinta limita de curgere a materialului, relatia (33) fiind
aceeasi si dupa criteriul Huber — Hencky — Mises.

2.3 2 (34)

o =50', .0~

w P

Relatiile (26) si (34) dau expresiile tensiunilor radiale si
circumferentiale Tn domeniul plastic. Se utilizeaza indicele 1 pentru
incalzire si indicele 2 pentru racire; in fata radicalului se ia semnul
minus pentru incalzire si semnul plus pentru racire. Rezulta:

_ 20y, ( 2 ] 20,, ( ) j (35)
+ smv+—rm o =t sin V+§7z

Sunt cazuri In care este mai avantajos sa se utilizeze criteriul
de plasticitate Tresca.
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Acest criteriu are ca principal avantaj faptul ca ofera relatii mult
mai simple, usor rezolvabile matematic. Ele au forma:

(U,. —aq,)z —O'Lz, = d)z;(a(/,—az)z —0'3 =G>r;(O'Z —6,.)2 —O'Cz. =0, (36)

Curgerea apare in momentul disparitiei uneia din functiile ® din
relatiile (36). In cazul placilor se pune conditia o, = 0 si rezulta criteriul
de plasticitate:

(37)

unde semnul negativ este pentru incalzire iar semnul pozitiv pentru
racire. Rezulta:

(38)

=to, sau =t—

dr r

d(o, -r) 1]‘

Se face precizarea ca din motive de echilibru, tensiunile radiale
din doemniul elastic si cele din domeniul plastic, trebuie sa aiba
aceleasi valori in dreptul razei limita (R) dintre domenii.

Rezulta:

Op(R) =0, (R); 04y (R) =04 (R) (39)

7]

in relatiile de mai sus, indicele “p” se referé la domeniul plastic,
“e” fiind pentru domeniul elastic.

Cuplarea relatiilor de calcul privitoare la domeniul elastic si la
cel plastic, se face cu anumite precizari: la incalzire exista o raza limita
elasto-plastica notata cu R, iar la racire o alta raza limita notata cu Ry;
tensiunea radiala este egala cu zero la nivelul razei exterioare; sunt
valabile relatiile (16).

Pentru obtinerea relatiilor finale de calcul se presupune ca
inainte de incalzire nu existau tensiuni remanente in placa (c,=0; c,=0);
poate fi folosita si ipoteza existentei tensiunilor remanente. Pentru
incalzire se introduce valoarea temperaturii stationare T.

Printr-o dezvoltare matematica corespunzatoare se ajunge la
expresiile:
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1 b?
O g (1) = [0, (R)+ 0 gy (RY) + EctO) (R, ){1 + 2} _Eab,
" : (40)
1
+ Ear—z[.[(b)rﬁldr - J.rﬁldr) 5 ptog, > Eat =0

relati asemanatoare obtindndu-se si pentru racire. Pentru dezvoltari
numerice, campul stationar T, se calculeaza cu relatia (19). Daca
temperatura 0, este de 400° sau 600°, se obtin relatiile:

0 5,75
— =30,64+2510,7¢ b,
°C (41)
0 5,75
= 45,96 + 3766¢ b
°C
cand raportul a/b = 1/3. La un raport a/b = 1/10 rezulta:
76,3£ ,(,’31
i:9,07+734e b;i=13,61+1101e b (42)
°C °C

Pe baza studiului teoretic facut in aceste lucrari s-au trasat
diagrame foarte utile practicii ingineresti. Prezentam in continuare
cateva din rezultatele obtinute.

10. 10 — 10
‘ k \ = exact
" e o % s
14 23000s | |
06 ty= 9605 G/inu's fetzea 06 -
ty= 2005 4= 20005 B8, | t=3000s
04 0k tp=5605 0 | |
122405 Iz
02 AN 0] \3 t=240s <9005
02.
0 \F\ \\\‘"“""- ; ‘u\\ \
7 Vls 0 7 @ 0 406 08 0 NN

02 0% 0 o 0 10

Fig. 1 Distributia temperaturii data de relatia Fig. 2 Cémpuri termice
(10) nestationare rezultate pentru
o placa cu raportul razelor
alb=1/3
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B8 .28 8

‘j%(r) 1‘ & o
Fig. 3 Tensiuniremanente —a/b =  Fig. 4 Tensiuni remanente — a/b
1/3, 6,=600 °C; b = 1m =1/10, 6,= 600 °C; b = 1m

2. Starea elastico-plastica a discurilor subtiri in migcare
de rotatie. Relatii de calcul

Pe baza echilibrului unui element de disc, solicitat de tensiuni
radiale si circumferentiale, produse de foriele de inerie datorate
miscarii de rotatie cu o = ct., se ajunge la relatia de studiu:

(43)

2 .2
r-w

d _
Ir 49 7% 4 L2 =0, sau L(ro)-o,=-L
dr r g dr g

Se utilizeaza legea generalizata a lui Hooke si relatiile dintre
deformatii specifice g, g5 si deplasarea radiala u a elementului infinit
mic de disc si relatia (43) se scrie:

d[1 d 1-v?
E[;E(ur)} =Y TP (44)

Pentru obtinerea unei relatii generale de studiu al discurilor n
rotatie, atat in elastic dar si in elasto-palstic, se utilizeaza o relatie de
tip polinom fintre tensiunea echivalenta o, si deformatia specifica
echivalenta g, relatie propusa de You si Zhang.

(45)

_1 3 5
Ee —EO'E +a10, +a0, +...
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Directiile radiala si circumferentiala sunt directii principale de
solicitare, tensiunile o, si oy fiind tensiuni principale. Conform metodelor
energetice de rupere, cu valoarea v = 0.5 pentru domeniul plastic,
tensiunea echivalenta este:

46
o =\/a,2 +0'§ -2vo,.0q (46)

In elastico-plastic, intre tensiuni si deformatii se realizeaza in
fiecare moment o relatie de forma:

el
o;=Kel'  sau = j (47)
1

S
K

Rezulta:

2 4
el = (alae +ayo, +"'XO-F ~0.50y) 48)
65 = (alag +a20'3 +...X0'9 —0.50,)

Din analiza relatiei de echilibru (43) se constata ca introducerea
unei functi a tensiunilor @ =r-0,, conduce la o simplificare a
demonstratiei. Rezulta:

o*,=£; 69=ﬂ+lr2wz (49)
r dr g

Analog relatiei (43) se scrie relatia de compatibilitate:

de Ep— & de
220 L2070 20 sau  r20
dr r dr

+e9g—¢,=0 (50)

Se scriu deformatiile totale ca o suma a elasticului si elasto-
plasticului (&, =€, +€b; €, =¢;+¢f), se introduc in conditia de
compatibilitate (50) si rezulta relatiile finale de calcul sub forma:

51
r—j (g§+55)+g§+gg—gf+grp=0 (51)
r
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2 de?
rd—¢+@—£+(3+v)lr2a)2+E r—2tel el |=0 (52)
dr?: dr r g dr

Relatia (52) poate conduce un studiu analitic al discurilor in
rotatie, atdt Tn domeniul deformatiilor elastice, dar si in domeniul
deformatiilor elastico-plastice.

Daca se utilizeaza conditia:

de}
E|r de +ef -l |=0 (53)
r

se ajunge la o relatie asemanatoare formei (44), cu care se face un
studiu numai in domeniul deformatiilor elastice.
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