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This paper deals with the analyse of the nonlinear dynamic systems
treated under logistic map formalism. Also, a new method of chaos behaviour
investigation is treated, through the dynamic logistic map theory. Some results
of Matlab simulation analysis has been presented.
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1. Introducere

Sistemele dinamice sunt descrise prin intermediul formalismului
intrare-stare-iesire, ca set de ecuatii diferentiale de ordin unu. Alegerea
starilor sistemului constituie actul de modelare in urma caruia modelul
creat urmeaza a fi verificat.

In cazul sistemelor descrise prin harta logisticd acest lucru este
posibil prin derivarea succesiva a ecuatiei logistice.

Vom considera ecuatia logistica clasica. Reprezentarea in timp
continuu este de forma:

x=rx(1-x) (1)
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Ecuatia in timp discret se scrie:
Xppr = 1% (1= X1 ) ()

Se obtine o relatie iterativd care, iteratd pe domeniul (2.9.4) al
parametrului de control r, conduce la asa numita harté logisticé (figura

1).

Fig.1 Harta logistica

2. Harta logistica

Parametrul de control al hariji logistice este un factor hotarator
asupra caii evolutive a procesului sistemic. Acest lucru se datoreaza,
pe de o parte, impredictibilitatii intrinseci implicate de structura
matematica a sistemului, iar pe de alta parte caracteristicii esentiale a
oricarui sistem cu comportament haotic: sensibilitatea la starile initiale.
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Daca privim relatia iterativa (2) observam ca atat x, catsi x,,,
pot capata valori doar in intervalul (0,1), sau altfel spus, marimile

respective sunt subunitare. Deoarece consideram intervalul specificat
ca fiind un interval deschis, nu vom avea (cel putin din punct de vedere
teoretic) situatii de singularitate.

In aceste conditii, apar dou& subiecte de studiu importante ce
merita a fi analizate:

- domeniul admisibil de valori pentru parametrul de control al
hartii logistice;

- efectul regiunii inferioare a domeniului admisibil de valori al
lui r asupra hariji logistice.

Problema domeniului admisibil de valori pentru parametrul de
control cere sa se determine acel interval de valori ale lui » pentru care
membrul drept al relatiei (2) rdméane subunitar.

Revenind la relatia (1) si considerand functia:

S(x)=x(1-x) (3)
ne intrebam care este valoarea sa maxima f,, , astfel incat sa putem
scrie:

Tmax Smar =1 (4)
sau:
Tmax =1/ Fnax ()
Avem:
re (0, rmax) (6)

Valoarea lui r,,  poate fi dedusa ca solutie la o problema de

max

extrem. Conditia de extrem a functiei f(x) in raport cu variabila x
este:

X'(l-x)—-xx'=0 (7)
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sau:

1
x=3 (8)
Cu aceasta valoare, maximul functiei se gaseste ca fiind:
Fuwe = 1(172) =% (©)
Atunci, in virtutea relatiei (5), obfinem:
Tiax =4 (10)

Pentru valori ale parametrului de control situate peste limita de
mai sus, raspunsul sistemului nu mai este doar impredictibil ci si
incontrolabil. Literatura de specialitate utilizeaza aceasta Ilimita
superioara pentru parametrul de control fara a face, insa, o analiza
detaliata a semnificatiei si implicatiei sale in comportamentul evolutiv al
sistemului.

Cel de-al doilea subiect de studiu nu este tratat in literatura de
specialitate, asa Tncat analiza sa in acest context poate fi considerata
originala.

Se constata ca pentru valoarea initiala 0.5 a lui x si respectiv
r, harta logistica arata ca in figura 2.

Interesant este ca, daca se pastreaza valoarea initiala pentru
X la cea de mai sus, insd se coboara sub o anumita limita valoarea
initiala pentru », Tn harta logistica dispare pattern-ul specific, singurele
stari in evolutie fiind cele nule. In mod empiric, aceasta limita inferioara
pentru r s-agasitafi y = 0.343583444945150667804156797...

Constanta y joaca un rol deosebit de important in definirea
tipului de sistem cu comportament haotic descris prin modelul
considerat. Astfel, o prima observatie poate fi aceea ca respectiva
constanta indica existenta unei “amplitudini critice”, adica a unei valori
initiale minime pentru variabila x pentru care fenomenul numit “harta
logistica” sa apara. Sub aceasta valoare, sistemul nu se dezvolta la
pattern-ul hartji logistice, anuland rapid amplitudinea x.

Prezenta constantei y 1n modelul matematic dezvoltat
sugereaza unitatea comportamentala pentru o intreaga clasa de
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fenomene caracterizate prin comportament haotic, de la cele biotice
pana la fenomenele cosmice.
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Fig. 2 Harta logistica critica

3. Harta logistica dinamica

Vom numi harta logistica dinamicad modelul matematic de ordin
2, care extinde cu o unitate ordinul sistemului (1).

Dupa cum se stie, In mecanica clasica dinamica unui sistem
face referire la ansamblul informatiilor privitoare la comportamentul
sistemului atunci cand pentru descrierea acestuia se utilizeaza marimi
fizice de tipul forelor si/sau acceleratiilor. O astfel de descriere nu
explica doar cinematica sistemului ci si cauzele acesteia.

Vom fincepe analiza prin derivarea ecuatiei (1). Derivata in
raport cu timpul a acesteia, este:

x=rx(1-2x) (11)
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Cu (1) in (11) obtinem:

x=r’x(1-x)(1-2x) (12)

Considerand starile x si y = x, descrierea i-s-e este:

x=rx(1-x) (13)

)./:rzx(l—x)(l—Zx)

Trecand sistemul (13) in reprezentare vectorial-matriceala,

gasim:
:{r(l—x) 0 }{x} (14)
0 r(l-2x)|y

=

sau:

u=Au (15)

unde u noteaza vectorul de stare iar A este matricea de evolutie a
sistemului.

Prima observatie este aceea ci sistemul este neliniar. intr-
adevar, matricea de stare este:

A:{r(l—x) 0 } (16)
0 r(l-2x)
cu proprietatea:

detA=r’(1-x)(1-2x) (17)

Tn figura 3 este prezentat portretul de stare al sistemului logistic
dinamic. Parametrul de control este precizat prin valorile numerice
atasate traiectoriilor parametrice de stare.
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Se poate observa prezenta punctului de echilibru plasat central
in cadrul figurii, punct ce caracterizeaza modul comportamental al
sistemului.

1r o T T T T T T T T
¥
0.8 P77 0111

+0_553

-0.333 o "

-0.556

06}
0.333
0.4}

0.2} gan

£0.111

06|

70,333 0.111
-0.778 i :
0.8 -0.556 §.333

0:556

' ) 9778
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 0.8 0. 1

Fig. 3 Portretul de stare al hartii logistice dinamice

Portretul de stare este de tip sea, punctul critic fiind ((),0). Acest
punct este un maxim pe directia SV-NE si un minim pe directia NV-SE.
Luénd in considerare ca domeniu de definitie a amplitudinii intervalul
(0,1), se constatd ca matricea 4 este nesingulara pentru x ¢§. Acest

lucru semnifica faptul ca sistemul logistic este determinist, in sensul
posibilitéti de recuperare a starilor initiale, doar in afara vecinatatii

valorii critice x=é. Comportamentul sistemului logistic devine

imprevizibil in apropierea acestei valori si singular in valoarea
precizata.

Ca si In cazul sistemului logistic clasic, sa deducem intervalul
de valori admisibile pentru parametrul de control. Pentru aceasta sa
definim o functie f(x) de forma:
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f(x)=x(1=x)(1-2x) (18)

pentru care gasim:

e 1/\/_ 1
fmax(x)_f( 2 \/—“’0096 (19)
1+1/J_ )i
~—0.096 20
f‘]ﬂl}’l( ) f( 6J§ ( )

Aceste rezultate sugereaza existenta unei harii logistice dinamice
simetrice in raport cu axa ordonatelor, pentru care ar urma sa fie
studiata o interpretare corespunzatoare cu natura concreta a sistemului
modelat.

Considerand intervalul de valori acceptabile pentru functia
f(x) ca find (f,,,fma), i rationand dupa acelasi principiu ca cel
exprimat prin relatia (10), gasim:

P = 1/ fonas| = 643 (21)
si:
Poax = £3.223 (22)

Harta logistica dinamica este prezentata in figura 4. Ecuatia de
timp discret pentru harta logistica dinamica este:

Xyl = ’”Zxk—z(l =X )(1=2x;_;) (23)

Se constata prin simulare ca pragul r,,_ depinde de valorile

max
initiale ale amplitudinii si respectiv parametrului de control. Astfel,
pentru x, =0.3, x,=0.3 si r=0.7 se constatd pragul r,,  ~2.294.
Acest fapt se explica prin aceea ca la atingerea (pentru prima data) a
unei valori situate Tn vecinatatea 1/2 pentru amplitudine, valoarea de la
iteratia imediat urmatoare excede intervalul (- 7,1) pentru care sistemul

este consistent.
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Figura 4 denota unele deosebiri fata de harta logistica clasica.
Astfel, pragul de activare a comportamentului specific este pentru cazul
hartii logistice dinamice de aproximativ 1.35, in timp ce pentru harta
logistica clasica el se situeaza la o valoare superioara lui 1.5. De
asemenea, daca in cazul hariii logistice clasice haosul apare la o
valoare de peste 3.5 a amplitudinii, harta logistica dinamica precizeaza
o valoare apropiata de 2.1.
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Fig. 4 Harta logistica dinamica

Dar cea mai semnificativa distinctie consta in intervalul
admisibil de valori pentru amplitudine, de (— 1,1) pentru harta logistica

dinamica si (0,1) pentru harta logistica clasica. Aceasta deosebire face

ca sistemul logistic dinamic sa se Imbogateasca, din punct de vedere
interpretativ, cu semnificatii suplimentare. Considerind exemplul clasic
al evolutiei populatiei biotice, prezentat de Robert May, aparitia unor
valori subunitare negative pentru amplitudine (nivelul populatiei) induce
informatii despre fenomene noi (cum ar fi fenomenul de migrare),
neluate in calcul in cadrul modelului clasic.

237



4. Concluzii

m Deoarece majoritatea sistemelor naturale sunt sisteme
dinamice neliniare, ele sunt caracterizate prin prezenta
comportamentului caracterizat prin haos determinist.

m Sistemele logistice studiate pana in prezent au avut ca model
matematic formalisme dinamice de ordin unu.

m In lucrarea prezentatd se propune extinderea unor astfel de
modele la formalisme de ordin doi, ceea ce implica dinamici in care
acceleratiile Tsi spun cuvantul.

m Se deschide astfel un front de studiu extrem de bogat in ceea
ce priveste modelarea matematica bazata pe harta logistica.
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