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A MATHEMATICAL APPROACH TO THE LOSSES OF 
TRANSMISSION LINE UNDER NON-SINUSOIDAL REGIME 

 

In this paper we present a mathematical proof of additional losses in 
the electrical energy transmission line due to superior harmonics. The proof is 
based on the Cauchy – Buniakovski - Schwarz inequality, a very important 
inequality in mathematics. Was considered a simplified model, but the obtained 
result generalizes to complex electrical circuits. At the beginning of the paper 
there was a more general overwiev of the issue of technological losses in power 
transmission line. Finally, we draw the conclusions and we indicate the 
references. 
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1. Introducere 

 

După cum se ştie, circuitele electrice de curent alternativ 
funcţionează în mod normal, în cazul utilizărilor curente ale energiei 
electrice, în regim sinusoidal. Dar, circuitele electrice se pot găsi şi în 
regimuri în care tensiunile şi curenţii sunt funcţii periodice nesinusoidale 
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de timp. Un astfel de regim se numeşte regim nesinusoidal sau regim 

deformant. În electroenergetică şi în reţelele de utilizare de joasă 

tensiune se doreşte ca mărimile ce acţionează să fie sinusoidale, dar 

din diverse cauze variaţia lor în timp se abate mai mult sau mai puţin de 

la forma sinusoidală. Regimul sinusoidal poate fi considerat ca un caz 

particular (caz ideal) de funcţionare. Cauzele care produc regim 

deformant sunt abaterea de la forma sinusoidală a tensiunilor 

electromotoare ale surselor din circuit şi prezenţa elementelor neliniare 

de circuit. Efectele regimului deformant sunt în general dăunatoare 

(nedorite). Între acestea, amintim: a) creşterea pierderilor de energie în 

liniile de transport b) reducerea randamentului maşinilor electrice 

precum şi a factorului de putere c) apariţia de erori suplimentare la 

aparatele de măsura d) producerea de supratensiuni datorate 

rezonanţei circuitelor la armonici superioare, ce pot duce la 

străpungerea izolaţiei conductoarelor e) perturbarea sistemelor de 

telecomunicaţii [6]. 

În cadrul lucrării de faţă ne ocupăm de creşterea pierderilor de 

energie în linia de transport (numite şi pierderi suplimentare datorate 

armonicilor superioare). 

 
2. Pierderi pe linia de transport 
 

Un circuit electric trifazat, în forma cea mai simplă, conţine o 
sursă (un generator), o linie de transport a energiei electrice şi un 
consumator (un receptor). Consumatorul are de obicei caracter 
inductiv. Din acest motiv, în linia de transport apare un consum 
suplimentar datorat transportului de energie reactivă inductivă, care în 
practică trebuie evident eliminat (sau redus). Aceasta este clasica 
problemă a îmbunătăţirii factorului de putere, care se face prin legarea 
la bornele consumatorului trifazat a unei baterii de condensatoare, 
dimensionate corespunzător. Problema este atât de cunoscută sub 
aspect teoretic şi practic încât nu mai insistăm aici asupra ei. De obicei, 
la calculul de dimensionare al bateriei de condensatoare se consideră 
ca receptorul este aproximativ echilibrat. 

Dar, de multe ori receptorul trifazat poate fi dezechilibrat. 
Dezechilibrul receptorului este o sursă de noi pierderi suplimentare în 
linia de transport a energiei electrice. Mai exact, pierderile pe linia de 
transport sunt minime când consumatorul devine echilibrat (la aceeaşi 
putere absorbită). Într-o lucrare anterioară [11] am prezentat o 
demonstraţie matematică riguroasă a afirmaţiei anterioare. Pentru 
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simplificare s-a considerat receptorul trifazat pur rezistiv. Problema 
constă în minimizarea unei funcţii de trei variabile (rezistenţele din 
fazele receptorului) în prezenţa unei restricţii (puterea activă consumată 
de receptor este constantă). În esenţă este vorba de o problemă de 
programare neliniară, care a fost rezolvată în mediul Mathcad, 
rezultatul fiind cel enunţat mai înainte. 

O altă situaţie care poate interveni în practică este aceea în 
care mărimile ce intervin în circuit sunt periodice nesinusoidale (regim 
deformant). Acest regim conduce din nou la pierderi suplimentare în 
linia de transport şi anume este vorba de piederile suplimentare 
datorate armonicilor superioare. Şi această situaţie este bine cunoscută 
şi tratată pe larg în literatura de specialitate. În lucrarea de faţă vom da 
o demonstraţie matematică pentru afirmaţia anterioară, considerând din 
nou un model simplificat (circuit monofazat, receptor pur rezistiv). 
Demonstraţia se bazează pe inegalitatea Cauchy – Buniakovski -
Schwarz şi este originală, după cunoştinţele mele. 
 
3. Model simplificat 
 

Vom considera în cele ce urmează un model simplificat, un 
circuit monofazat având ca sarcină o rezistenţă. Sursa sinusoidală are 
la borne tensiunea E iar rezistenţa conductoarelor liniei de transport 
este r.  

Considerăm la început regimul sinusoidal de funcţionare a 
circuitului. Rezistenţa de sarcină este liniară (constantă) (figura 1). 

 
Fig. 1 Circuit în regim sinusoidal 

 

Puterea consumată de receptor este dată de relaţia: 

 cosP UI UI    (1) 
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deoarece cos 1  . 

Pierderea de putere pe linia de transport este: 

 
2

l
P rI   (2) 

Să considerăm acum regimul deformant de funcţionare a 

circuitului. Rezistenţa de sarcină este neliniară (variabilă) (figura 2). 

 
Fig. 2 Circuit în regim deformant 

Puterea consumată de receptor este dată de relaţia: 

 

1 1 1 2 2 2 1 1 2 2
cos cos ... cos ...

n n n n n
P U I U I U I U I U I U I          

deoarece cos 1
k
  , 1,2,...,k n .   (3) 

În suma anterioară am considerat n armonici. Suma are în 

principiu o infinitate de termeni (este o serie), dar considerând numai 

primii n termeni am facut o trunchiere a seriei, deci o aproximare. De 

altfel, toate consideraţiile din această lucrare se pot face şi pe serii, 

absolut asemănător. 

Pierderea de putere pe linia de transport este: 

 
2( )

l ns ns
P rI   (4) 

Dar, putem scrie: 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2
... ... ...

n n n n
U I U I U I U U U I I I           (5) 

(inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz). 

 

Punem condiţia: 

 
2 2 2

1 2
...

ns n
U U U U U       (6) 
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unde am folosit o formula cunoscută (valoarea efectivă a unei mărimi 

periodice nesinusoidale). 

De asemenea, P este acelaşi în cele două condiţii. Rezultă: 

ns
UI UI     (7) 

   
ns

I I     (8) 

( )
l l ns

P P       (9) 

În acest fel am demonstrat că pierderea de putere pe linia de 

transport este mai mică în regim sinusoidal decât în regim nesinusoidal 

(mai exact, decât în orice regim nesinusoidal). 

 

4. Concluzii 
 

■ În lucrare se prezintă o demonstraţie matematică a pierderilor 
suplimentare pe linia de transport datorate armonicilor superioare. 
Demonstraţia se bazează pe inegalitatea Cauchy-Buniakovski-
Schwarz, inegalitate foarte importantă în matematică. S-a considerat un 
model simplificat, dar rezultatul obţinut se generalizează la circuite 
electrice complexe.  

■ În introducerea lucrării se reamintesc o serie de chestiuni 
fundamentale privind regimul deformant (sau nesinusoidal) de 
funcţionare a circuitelor electrice. Se arată cauzele regimului deformant 
şi efectele, în general nedorite ale acestui regim de funcţionare. 
Regimul sinusoidal poate fi considerat ca un caz particular (caz ideal) 
de funcţionare.  

■ De asemenea, la începutul lucrării s-a făcut şi o trecere în 
revistă mai generală a problematicii pierderilor tehnologice pe linia de 
transport a energiei electrice. Astfel, se aminteşte pe scurt de pierderile 
suplimentare cauzate de transportul energiei reactive pe linia de 
transport (problema clasică a îmbunătăţirii factorului de putere). De 
asemenea, pierderi suplimentare pe linia de transport apar şi datorită 
dezechilibrului consumatorilor trifazati.  

■ În acest sens, lucrarea este legată de o altă lucrare a 
autorului, în care se dă o demonstaţie matematică (făcută în mediul 
Mathcad) a pierderilor suplimentare pe linia de transport, datorate 
dezechilibrului receptorului trifazat [11]. Apoi, se prezintă regimul 
deformant de funcţionare, care de asemenea produce pierderi 
suplimentare în linia de transport.  

■ După această parte introductivă, se tratează subiectul central 
al lucrării, amintit mai sus şi anume se prezintă o demonstraţie 
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matematică a pierderilor suplimentare în regim deformant pe un model 
simplificat. 
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