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THE EFFECT OF THERMAL LOAND ON THE NATURAL 
FREQUENCIES OF DOUBLE-CLAMPED BEAMS 

 
The natural frequencies of double-clamped beams are influenced by 

environmental conditions and operational loads. For instance the temperature 
induces axial loads due to restraint displacements, which lead after a critical 
temperature increase to buckling. This paper clarifies the effect of external 
loads on the natural frequencies of beams.  
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1. Introducere 

 
Pentru obţinerea parametrilor modali, în literatura de specialitate 

sunt indicate modele bazate pe zvelteţe [1-3], pe variaţia ariei  
transversale [4] sau pe defect [5-8]. Intre acestea sunt puţine cele care 
ţin cont şi de sarcinile operaţionale [9]. Efectul temperaturii asupra 
frecvenţelor proprii ale structurilor intacte sau cu defect este prezentat 
în [10-11]. 

În studiile anterioare s-a obţinut o relaţie matematică capabilă să 
permită determinarea frecvenţei proprii ale unei grinzi cu defect, 
elaborându-se astfel o metodă pe baza căreia se poate stabili poziţia 
defectului [12-16]. Prezenta lucrare este un studiu al efectului pe care îl 
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are modificarea temperaturii asupra frecvenţelor proprii, realizându-se 
dezvoltarea unei metode care să permită detectarea de defecte, ţinând 
cont şi de influenţa modificărilor de temperatură.  

 
2. Efectul flambajului asupra grinzilor 
 
În această lucrare se consideră o grindă încastrată la ambele 

capete de lungime L, lăţime b şi înălţime h, densitate ρ la temperatura 
iniţială T0. Dacă are loc o modificare ΔT de temperatură, apare o 
încărcare internă dată de: 

         0( ) ( )P T E A T T E A T          (1) 

unde A este aria secţiunii transversale, E este modulul de elasticitate 
longitudinală, iar α este coeficientul de dilatare termică. Când este 
atinsă prima temperatură critică Tcr-1 atunci apare prima forţă critică de 
flambaj apare Pcr-1 şi structura suferă o deplasare verticală aşa cum se 
poate vedea în figurile 1 şi 2.   

 

 

Ecuaţia grinzii deformate datorită flambajului este: 

   
4 2 4 2

2

4 2 4 2
0

d v d v d v d v
EI P

dx dx dx dx


 (2) 

unde v este săgeata şi ς este valoarea proprie de flambaj.  
Soluţia acestei ecuaţii este de forma [17]: 

   1 2 3 4( ) sin( ) cos( )v x c x c x c x c 
 (3) 

Fig. 1  Grinda dublu 
încastrată în stare iniţială 
şi cu evidenţierea 
deformaţiei datorată 
flambajului (primul mod) 

Fig. 2  Grinda în primul 
mod de flambaj 
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unde coeficienţii 1 4c ,...,c  se determină prin impunerea condiţiilor 

specifice. Pentru cazul analizat, acela al grinzii dublu încastrate 
obţinem valorile proprii din ecuaţia: 

  sin 2cos 2 0  
 (4) 

Primele 6 valori proprii de flambaj sunt prezentate în tabelul 1 
 

Tabelul 1  

Modurile 
simetrice de 

flambaj 
Valori proprii 

Modurile 
asimetrice de 

flambaj 
Valori proprii 

1 6,2831853071 2 8,9868189158 

3 12,566370614 4 15,450503673 

5 18,849555921 6 21,808243318 

 
 Valoarea locală a formei modului de vibraţie i pentru un punct 

oarecare x pe grindă este dată de funcţia:  

 
1 cos

( ) 1 cos sin
sin

i
i i i i

i i

x x x
v x c

L L L


  

 

       
        

      
  (5) 

 Forţa critică se calculează astfel: 
2

2

i
cr i

E I
P

L





      (6) 

iar temperatura critică este dată de: 

0 0
cr i

cr i cr

P
T T T T

E A


     

   (7) 

Numim această temperatură critică deoarece în aceste puncte 
frecvenţa devine nulă şi de la acest punct începând rigiditatea aparentă 
creşte. La temperaturi negative P scade şi frecvenţa creşte. Frecvenţa 
este dată de relaţia:  

2 2

2 22

i
i

i

EI P L
f

A AL



  

 
   

 
  (8) 

unde λi  este numărul de undă adimensional pentru modul i. 
S-au determinat analitic valorile pentru forţa critică şi pentru 

temperatura critică pentru o grindă de oţel, încastrată la ambele capete, 
având lungimea L = 1200 mm, lăţimea b = 50 mm, grosimea h = 5 mm 
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momentul de inerţie I = 520,8(3) mm4, modulul de elasticitate 
longitudinală E = 2·105 N/mm2, coeficientul lui Poisson µ = 0,3, 
densitatea ρ = 7850·109 kg/mm3 şi coeficientul de dilatare termică α = 
1,25·10-5/°C. Rezultate obţinute sunt sintetizate în tabelul 2.  

 
3. Analiza cu elemente finite  

 
 Cu ajutorul softului SolidWorks s-a realizat analiza cu element 

finit asupra unei grinzi de oţel cu caracteristicile prezentate în 
paragraful 2. În modulul  Thermal analysis s-a realizat o analiză termică 
pentru temperaturi în domeniul 0..100 °C, considerând temperatura de 
referinţă ca fiind 24,85 °C. Apoi comparăm temperaturile critice obţinute 
din analiză cu cele calculate analitic (tabelul 2). 

Comparând datele din tabelul 2 se observă că valorile forţelor 
critice de flambaj şi a temperaturilor critice obţinute analitic sunt 

similare cu cele obţinute prin analiză  cu element finit.  
 
        Tabelul 2 

Modul 

Forţa critică Temperatura critică 

Analitic FEM Analitic FEM 
[N] [N] [°C] [°C] 

1 2855,79 2857,47 29,8 29,8 
2 5842,22 5846,48 35,01 35,01 
3 11423,1 11440,6 44,71 44,74 

4 17268,3 17301,3 54,88 54,94 
5 25702,1 25776,3 69,54 69,68 
6 34403,9 34523,2 84,68 84,89 

 

 
În figura 3 s-a reprezentat grafic modurile de flambaj pentru 

modurile simetrice mai întâi cele obţinute analitic apoi cele obţinute din 
programul de simulare. În mod analog, în figura 4 am reprezentat 
modurile asimetrice de flambaj. Comparând figurile 3 şi 4 se observă că 

Fig. 3  Forma de flambaj 
pentru modurile simetrice 
obţinute analitic, respectiv 
prin analiza cu element 
finit 
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modurile de flambaj obţinute analitic sunt similare cu cele obţinute din 
analiza cu elemente finite.  

 
 
În continuare s-a realizat o analiză în care considerăm 

temperaturi în intervalul  0…100 °C, mergând din  5 în 5 °C  în 
intervalul 0…24,85 °C şi apoi, pentru temperaturi mai mari decât 
temperatura de referinţă, vom considera temperaturi cu un pas de 1 °C. 

În figura 5 se prezintă variaţiile frecvenţelor obţinute prin analiză 
modală pentru primele şase moduri de vibraţie transversale, putându-
se remarca o bună asemănare cu cele din [18]. Astfel, frecvenţa scade 
odată cu creşterea temperaturii până apare flambajul în acel mod. 
După acest punct frecvenţa creşte datorită contribuţiei rigidităţii 
aparente. 

 
 

Valorile frecvenţelor obţinute analitic pentru modul trei de vibraţie 
pentru starea de dinainte de flambaj sunt reprezentate grafic în figura 6. 
De asemenea s-a trasat cu linie continuă graficul frecvenţelor obţinute 
din programul de simulare pentru temperaturi situate între 25 °C şi 45 
°C.  

Fig. 4  Forma de  
flambaj pentru modurile 
asimetrice obţinute 
analitic, respectiv prin 
analiza cu elemente 
finite 

Fig. 5   
Variaţiile 
frecvenţelor 
pentru  
modurile 1-6 
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Trebuie menţionat aici că forma modului de vibraţie este diferită 
de cea clasică din cauza efectului termic şi a dilatării.  

 
4. Testarea indicatorului poziţiei defectului  
pentru grinda cu flambaj  

 
Analizând distribuţia frecvenţelor în funcţie de poziţia defectului şi 

în funcţie de adâncimea acestuia se poate trage concluzia că 
reducerea rigidităţii într-un segment transversal nu duce automat la 
modificarea frecvenţelor. Astfel, putem spune că defecte situate în 
două poziţii diferite influenţează diferit frecvenţa pentru un anumit mod 
de vibraţie. Pe de altă parte, defectul este situat în aceeaşi poziţie 
influenţează în mod diferit modurile diferite de vibraţie. Pe baza acestor 
observaţii s-a elaborat un model matematic şi un algoritm care să 
permită identificarea poziţiei defectului într-o grindă. Astfel, frecvenţa 
proprie a grinzii cu defect transversal deschis este [12]: 

        
2

_ _, 1i D D i U i Df x a f a x 
 (9) 

unde fi_D  este frecvenţa grinzii cu defect, fi_U  este frecvenţa grinzii fără 
defect, γ(a) este o mărime care caracterizează severitatea defectului, i 
= 1…n este numărul modurilor de vibraţie, iar n este numărul modului 
de vibraţie considerat. Curbura normalizată a formei modului de vibraţie 

în xD se notează cu   i Dx . 

 Dacă considerăm un set de frecvenţe măsurate, putem calcula 
modificările relative ale frecvenţelor cu ajutorul următoarei relaţii:  




_ _

_

( , )
( , )

i U i D

i

i U

f f x a
f x a

f


   (10) 

Fig. 6 
Scăderea 
frecvenţei 
datorită 
compresiei 
pentru modul 
trei de vibraţie 
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Normalizând aceste valori prin împărţirea lor la maximul din acest 
şir se obţine un şir : 

1 2

1 2
, , ... , , 1..

max( ) max( ) max( )

n

n

i i i

f f f
i n

f f f

  

  
            (11) 

de numere pozitive subunitare, numai un singur element având 
valoarea 1:  

    1 2: , ,..., n    (12) 

Din (9) şi (10) obţinem: 

   
_ _ 2

_

( , )
( , ) ( ( ))

i U i D

i i

i U

f f x a
f x a a x

f
  


         (13) 

Normalizând aceste valori vom obţine un şir care este 
independent de severitate: 
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           (14) 

 Dacă considerăm k poziţii ale defectului pe grindă, pentru fiecare 

locaţie 1 2
, ,...,

k
x x x  vom determina pătratul curburii modului de vibraţie 

în acest punct   
2

i j
x . Normalizând aceste valori, pentru fiecare 

poziţie considerată pe grindă 1 2
, ,...,

k
x x x  prin împărţirea la maximul 

valorilor de pe o linie vom obţine coeficienţii de influenţă a defectului: 
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Astfel, pentru o poziţie a defectului pe grindă jx  obţinem un 

indicator al poziţiei defectului (DLI): 

      1 2: , ,....,   j j j n jx x x
 (15) 

Considerând k astfel de poziţii echidistante distribuite pe grindă 
i.e. j = 1…k se obţine o matrice cu k linii şi n coloane. Fiecare linie din 
matrice, adică fiecare şir Φj, caracterizează în mod unic o anumită 
poziţie de pe grindă [12]. Şirul Ψ, care este o matrice linie este 
comparat succesiv cu fiecare linie a matricii obţinute din (15). Poziţia xj, 
pentru care valorile din linia j a matricii Φ  sunt cele mai apropiate de 
valorile matricii linie Ψ, ne va da poziţia defectului pe grindă.  

În lucrare ne propunem să studiem dacă aceşti indicatori ai 
poziţiei defectului se pot utiliza atunci când ţinem cont şi de influenţa 
temperaturii. În acest scop se consideră grinda dublu încastrată 
prezentată în paragraful 2, care prezintă un defect transversal cu 
lăţimea de 0,1 mm, aflat la distanţa de 400 mm faţă de unul din capete 
şi având adâncimea jumătate din înălţimea grinzii. Cercetarea s-a 
realizat la diferite temperaturi de 0 °C, 10 °C, 15 °C, 20 °C, 26 °C, 
considerând ca temperatură de referinţă 24,85 °C. Valorile frecvenţelor 
obţinute sunt reprezentate grafic în figura 7. 

 

 
 

Analizând rezultatele obţinute se observă că valorile frecvenţelor 
diferă mult de la o temperatură la alta. Deci, putem concluziona că 
trebuie să analizăm frecvenţele la aceeaşi temperatură sau să găsim o 
relaţie matematică care să compenseze modificările de temperatură. 
Acest lucru se poate face prin înlocuirea relaţiei (1) în formula (8) care 
ne dă frecvenţa. Astfel:   

  (16) 

Fig. 7  
 
Indicatorul 
poziţiei 
defectului  
pentru defectul 
situat la  
400 mm 
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În aplicaţiile practice este suficient să facem studiul frecvenţelor 
până apare primul mod de flambaj.  

 
5. Concluzii 

 
■ În lucrare se prezintă influenţa forţelor axiale care apar într-o 

grindă din cauza modificărilor de temperatură asupra procesului de 
detectare de defecte.  

■ Frecvenţele pentru diferite moduri de vibraţie sunt influenţate în 
mod diferit de modificările de temperatură. În lucrare se prezintă 
necesitatea considerării în formula frecvenţei şi a forţelor induse de 
modificarea temperaturii, putându-se astfel utiliza indicatorii poziţiei 
defectului (DLI) pentru a determina poziţia defectului pe grindă. 
 

 
Mulţumiri: Rezultatele prezentate în acest articol au fost obţinute cu 

sprijinul Ministerului Fondurilor Europene prin Programul Operaţional Sectorial 
Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, Contract nr. 
POSDRU/159/1.5/S/132395. 
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