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This paper wants a foray into the world of fractals and how to discover 

the beauty of pure mathematics and hidden connections that it has with the 
world around us. Also described Fractal Vision appropriate software with which 
it enters the fantasy world of fractal geometry. 
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 1. Introducere 
 
 Geometria fractală, împreună cu teoria haosului revoluționează 
matematica și știința, în general, oferind o cale nouă de a percepe 
realitatea. 
 Descoperind frumusețea matematicii pure prin utilizarea 
fractalilor, descoperim de fapt conexiunea ascunsă cu lumea naturală 
care ne înconjoară. 
 Știința și matematica au căutat întotdeauna ordinea într-un 
univers haotic. Se numește știința ,,haosului” deoarece aceasta 
găsește o ordine în fenomene pe care oamenii le vedeau până acum 
ca fiind complet haotice.  



 Până de curând se folosea linia ca element de bază în 
înțelegerea universului. Știința haosului folosește o geometrie diferită, 
denumită fractali. 
 Cu ajutorul fractalilor se modelează: curgerea fluidelor, 
plantele, vremea, activitățile geologice, orbitele planetelor, ritmurile 
corpului uman, comportarea animalelor în grup, modelele socio-
economice etc. 
 În timp ce cu fractalii se câștigă premii la expoziții de grafică, 
modelele lor haotice au apărut în toate ramurile științei. 
 Știința interdisciplinară, în plină ascensiune, a complexității, 
cuplată cu puterea de calcul a calculatoarelor de birou moderne, aduce 
o mulțime de instrumente și tehnici noi pentru lucrul cu sisteme din 
lumea înconjurătoare. 
  
 2. O scurtă descriere a evoluției geometriei fractale 
 
 Istoria în sine nu este lungă, a început brusc în 1975 cu 
lucrarea revoluționară a matematicianului Benoit Mandelbrot ,,O teorie 
a seriilor fractale”, care mai târziu a devenit cartea sa manifest 
”Geometria fractală a naturii” [2]. Mandelbrot a inventat cuvântul 
”fractal”, pentru a reuni munca multor altora dinaintea lor. 
 Matematicieni ca Waclaw Sierpinski, David Hilbert, Georg 
Cantor și Helge von Koch au creat primii fractali, în general ca exerciții 
abstracte, neavând nici o idee despre semnificația lor. Ei au simțit că 
descoperiseră ceva ce sfida și amenința câteva din convingerile lor cele 
mai prețioase. În perioada 1875-1925 se manifesta o anumită criză în 
matematică. Matematicienii dădeau peste forme bizare care intrau în 
contradicție cu conceptele lor despre spațiu, suprafață, distanță și 
dimensiune. 
 Descrierea istoriei fractalilor este o descriere a istoriei ideilor, și 
povestea lor cuprinde perioada dintre începuturile dezvoltării umane și 
până la ultimele descoperiri în domeniul procesării imaginii. 
 Referitor la evoluția geometriei fractale, Goethe scria la 
începutul secolului al XIX-lea: ”dacă dorești să avansezi spre infinit, 
explorează finitul în toate direcțiile”. 
 Nu se știe exact care a fost primul semn făcut de o ființă 
umană în preistorie, un semn făcut pe nisip, lovirea unei pietre; dar se 
crede cu mare probabilitate că forma lui era o linie. 
 O linie, un segment de dreaptă este cel mai simplu mod de a 
construi lumea.   



 Filosofia preistorică are legătură cu fractalii și cu grafica pe 
calculator, deoarece fractalii sunt primele forme grafice care nu sunt 
bazate pe linii drepte sau liniaritate [1], [2]. Deci, fractalii fiind neliniari, 
aceștia nu pot fi construiți din linii continui, se apelează în acest sens la 
tehnica de calcul. 
 În figura 1 formele sunt liniare și se pot trasa cu creionul, dar în 
figura 2 se reprezintă o încrengătură neliniară, complicată, care nu se 
poate urmări ușor prin mijloace clasice. 

 
Fig. 1 Forme liniare care se pot trasa cu 
creionul 
 
  
 
Fig. 2 O încrengătură neliniară, complicată, 
care nu se poate urmări ușor prin mijloace 
clasice 

 
 

           
 

 
 
 
 
 
 
 
 
                                      

 După un milion de ani de liniaritate, fractalii își fac loc în lumea 
matematicienilor, conferind acestei științe noi posibilități de investigații 
în natura înconjurătoare și totodată noi valențe artistice. 
 Gânditorii din antichitate au observat că existau două forme 
fundamentale: dreapta și curba. Desenarea cu mâna a unei curbe 
necesită un tip diferit de atenție și efort decât desenarea unei drepte. 
 Dreptele au fost întotdeauna copiii favoriți ai intelectualilor în 
timp ce curbele au fost admirate de dansatori și de artiști. 
 Geometria, așa cum o știm, a fost inventată cu aproximativ 300 
de ani î.Hr. de Euclid din Alexandria și care a dezvoltat un set de reguli 
logice pentru a descrie punctual, dreapta și formele simple, pornind de 
la axioma: ”O dreaptă are o lungime infinită”. 



 Câteva secole mai târziu, în 1600, filozoful francez René 
Descartes a înregistrat o mare victorie pentru cauza liniarității, 
sugerând că universul nostru se poate măsura cu ajutorul a trei axe 
perpendiculare, împărțite în părți egale, astfel dând fiecărui lucru 
existent o localizare precisă prin trei dimensiuni liniare. 
 Tot universul putea fi imaginat ca o grămadă uriașă de cutii 
mici, perfect cubice. Această idee a format fundamentul concepției 
științei moderne asupra lumii. 

În figura 3 este reprezentată intelectualizarea simțurilor 
introdusă de Euclid, cu formele sale idealizate, iar în figura 4 este 
reprezentată grila dimensională a lui Descartes [1], [2]. 

 
Fig. 3  
 
Reprezentarea 
intelectualizată  
a simțurilor 
introdusă de 
Euclid, cu 
formele sale 
idealizate  

 
 
 

Fig. 4  
 
Reprezentarea 
grilei 
dimensionale a 
lui Descartes 
 

                                   
 

                                       
                          

 O sută de ani mai târziu Isaac Newton și Leibnitz au dus 
viziunea carteziană asupra lumii către concluzia sa logică, inventând 
calculul diferențial. 
 Ideea de bază a calculului este transformarea tuturor curbelor 
în linii, astfel încât gândirea liniară să le poată studia. Leibnitz a 
presupus că toate curbele sunt alcătuite din segmentele de dreaptă 
infinitezimale, denumite linii tangente sau diferențiale.  



 În figura 5 se prezintă modalitatea prin care se explică faptul că 
pe măsură ce se mărește marginea unei curbe sau arc de cerc, ea 
arată din ce în ce mai mult ca o linie dreaptă. 

 
Fig. 5  
 
Pe măsură ce se mărește marginea 
unei curbe sau arc de cerc, ea arată 
din ce în ce mai mult ca o linie 
dreaptă 
 
 
 

Calculul oferă mijloace pentru găsirea limitei acestui proces -
linia cu care ar semăna curba mărită la infinit. 
 Aproape toate științele și matematicile moderne se bazează pe 
liniile tangente. De la arhitecți până la economiști, folosesc astăzi 
teoriile de diferențiere și inversul lor, de integrare, presupunând că 
orice curbă nu este nimic mai mult decât un număr infinit de segmente 
de dreaptă [2].  
 Orice student care învață notația ,,dx/dt” a aflat că Leibnitz a 
dorit să exprime panta segmentului de dreaptă infinitezimal. Într-un fel 
sau altul, curbele au rezistat tendinței de a fi reduse complet la linii, 
deși majoritatea cunoștințelor noastre sunt bazate pe ipoteza că ele 
sunt, la infinit, similar cu dreptele. Vechea ”dușmănie” dintre drepte și 
curbe nu s-a terminat și dreptele s-ar putea să nu rămână pe primul loc. 
 Dacă în secolul al XVIII-lea Newton și Leibnitz ar fi avut un PC 
și softul adecvat, geometria ar fi putut lua o altă turnură. Dar, arta a 
continuat să preceadă știința în jungla geometriei naturii. 
 Totuși, unele confuzii exprimate de Leibnitz asupra 
infinitezimalelor au condus la o redimensionare a relațiilor dintre artă, 
matematică și știință. 
 În timp ce impresioniștii și realiștii combinau liniile și trăsăturile 
de penel în imagini neliniare ale naturii, meșteșugarii și artizanii țeseau 
linii în abstracții asemănătoare fractalilor. 
 Arta țesutului dezvoltă o tehnică de îmbinare a țesăturilor în 
altă îmbinare, astfel încât fiecare parte să semene cu întregul. Această 
tehnică definește astfel autosimilaritatea în acest domeniu, și care 
constituie temelia geometriei fractale moderne.  
 Și arta religioasă a încercat să tindă spre infinit, îmbinând 
deseori ornamente identice pentru a reda întregul de aceeași formă. 



Prin secolul al XIX-lea, când mulți matematicieni considerau că 
nu mai rămăseseră de făcut prea multe progrese în acest domeniu, 
apare astronomul Pierre Laplace care dezvoltă teoria precum că poziția 
și viteza fiecărei particule putea fi prevăzută cu certitudine absolută prin 
ecuații liniare simple. Această fantezie favorită a astronomului devenise 
evanghelia întregii științe. 

Descătușarea în cercetarea matematică nu a durat decât până 
către sfârșitul secolului al XIX-lea, adică în 1875,  când matematicianul 
german a descris o curbă continuă care nu poate fi diferențiată, deci 
aparent, nu avea nici o tangentă. 

Începutul secolului al XX-lea aduce în cercetarea matematică o 
serie de noi curbe ciudate, perioadă denumită generic ”prefactală”, cu 
cel mai faimos prefactal denumit ”Triunghiul lui Sierpinski” 
(matematician polonez) [2]. Pentru a-l desena - figura 6, acesta a pornit 
de la un triunghi pe care l-a divizat în patru părți  egale, apoi a procedat 
la fel cu cele trei părți exterioare, continuând acest proces la infinit.  

 
Fig. 6  

 
Faimosul  prefactal  
”Triunghiul lui Sierpinski” 

 
 

            Tinzând cu diviziunile 
către infinit, au apărut 
probleme de evaluare a ariei 
subdiviziunilor tot mai mici, 
apropiate de valoarea zero, 
acest paradox dând de lucru 
matematicienilor pentru a 
elucida problema. 
Matematicianul polonez nu a 
putut niciodată  să exploreze 
variantele interesante pe 
care le descoperim astăzi cu 

ajutorul calculatorului. 
Problema comparării lungimilor infinite și ariilor infinitezimale 

din era prefactală au condus la necesitatea găsirii unei noi modalități de 
a măsura spațiul și dimensiunea. 

Matematicienii Felix Hausdorff și Abram Besicovitch a reușit să 
redefinească cu adevărat ”dimensiunea” în sine: orice formă are o 
dimensiune de zero (un punct), o dimensiune 1 (dreptele și curbele), o 



dimensiune 2 (planele și suprafețele), o dimensiune 3 (spațiul). Aceste 
dimensiuni au fost extinse pentru a include o a patra dimensiune 
teoretică. Această dimensiune, denumită Hausdorff/Besicovitch, a fost 
definită ca fiind fracționară și  poate fi calculată  ca raportul dintre 
logaritmul numărului de copii și logaritmul mărimii seminței 
corespunzătoare fiecărei copii [2]. 

Ralph Waldo Emerson, în 1870, spunea că ”în univers totul se 
dezvoltă fără directive. Nu există linii drepte”.  

În anul 1904, în timpul marii crize din matematică, suedezul 
Helge Von Koch a inventat ”linia de coastă” matematică. Pentru 
generarea curbei liniei de coastă, așa cum este în realitatea un țărm 
maritim, Koch a început cu o dreaptă pe care a desenat o ”umflătură” 
trunghiulară. O umflătură similară este ridicată pe fiecare segment de 
dreaptă al acestei forme și așa mai departe. În figura 7 este redat 
modul de generare a liniei de coastă, denumită și ”curba fulgului de 
zăpadă”. 

 
Fig. 7  
 
Modul de generare a liniei de 
coastă, denumită și ”curba 
fulgului de zăpadă” 

 
 
          Abordarea aprofundată 
a dimensiunii fractale cu 
ajutorul liniei de coastă Koch 
s-a dovedit a fi mult mai 
puternică decât și-au 
imaginat-o creatorii ei. 
          Deoarece natura 

abundă în forme auto-reflective, cum ar fi liniile de coastă, putem să 
caracterizăm după acest criteriu o mare parte din mediul înconjurător. 

Linia încâlcită de coastă a unei porțiuni de uscat poate avea o 
dimensiune fractală mai mare decât unele plaje cunoscute, norii 
amenințători de ploaie ”umplu spațiul” mai mult decât o ceață subțire și 
o clădire bogat ornamentată este măsurabil ”mai mult tridimensională” 
decât un banal zgârie-nori. 

Dimensiunea fractală, așa cum a redenumit-o mai târziu Benoit 
Mandelbrot, era chiar și mai importantă pentru matematicieni.  

Brusc, ei au putut să măsoare un întreg univers de forme, care 
înainte nu puteau fi măsurate.  



Pentru prima data de la Descartes încoace, a fost creat un 
instrument total nou de măsurare a spațiului. Cu siguranță că 
Sierpinski, Koch și Haudorff nu bănuiau că excursia lor printre cele mai 
abstracte și mai ”nenaturale” forme ale infinitului se va dovedi a fi cu 
adevărat prima ”geometrie a naturii”. 

 
3. S-a născut o nouă geometrie, geometria fractală 
 
În anii 1970, scena era pregătită pentru o revoluție în 

geometrie. A apărut Mandelbrot, membru în echipa de matematicieni 
de la centrul de cercetări al IBM-ului. Fiind ajutat de tehnica de calcul 
acesta a reușit să traseze curbe care reprezintă cicluri cu cicluri în 
cicluri, dar nici unul dintre cicluri nu se repetă cu adevărat.  

Care era de fapt factorul secret din graficele lui Mandelbrot 
care le făceau atât de perfect realiste? Ce principiu stătea în spatele 
structurii lor vizuale? În figura 8 este redat modul cum a creat 
Mandelbrot modelul de forma valului sinusoidal aproximat, în care 
complexitatea fluctuațiilor constă în faptul că ele conțin cicluri în cicluri 
mai mari incluse în cicluri și mai mari [2]. 

 
Fig. 8  
 
Modul cum a creat Mandelbrot modelul de 
forma valului sinusoidal aproximat, în care 
complexitatea fluctuațiilor constă în faptul 
că ele conțin cicluri în cicluri mai mari 
incluse în cicluri și mai mari 

 
Pentru a simula pe calculator, 

Mandelbrot a folosit tehnica repetitivă, 
cum ar fi cea folosită de Sierpinski și 
Koch pentru a construi curbele lor cu 

detalii infinite.  
În anul 1982 matematicianul a elaborat lucrarea ”Geometria 

fractală a naturii” în care el a inventat cuvântul ”fractal” (din latinescul 
”frangere”, care înseamnă ”a sparge în fragmente neregulate”), astfel 
încât diversele forme au putut fi unificate sub un singur nume. În figura 
9 sunt redate câteva din formele geometrice cuprinse în lucrare, 
obținute prin grafica pe calculator [2]. 

Evoluția calculatoarelor a condus la dezvoltarea unui nou 
capitol ,,Arta modelării fractale” și care a contribuit la întâlnirea dintre 
artă și știință. 



 
 
 
Fig. 9 
 
Redarea câtorva din formele geometrice 
obținute prin grafica pe calculator                                                                    

                                       
 
Revenirea bruscă a 

matematicii ca artă a fost mult 
întârziată. Frumusețea științei a fost 
restabilită astfel cu ajutorul fractalilor. 

Fractalii nu sunt un domeniu 
separat de studiu, ci un nou limbaj 
geometric pentru descrierea 
universului. 

 
 
 

 
4. Aplicații ale fractalilor în dinamica fluidelor și chimie 

 
 Turbulența este de zeci de ani o piatră de încercare pentru 
savanți, dar și acea minunată spiralare complexă care dă frumusețe 
hârtiei marmorate. 
 Dintr-o perspectivă analitică turbulența este destul de 
complicată, rezistând tuturor aproximărilor liniare și consumă timpul 
supercalculatoarelor. 
 Studiind comportarea sistemelor meteorologice ale lui Lorenz 
ca o încercare de a rezolva problema turbulenței, se observă 
următoarele: o frunză plutește într-o cascadă turbulentă, sau într-o 
furtună turbulentă, putem prezice pe unde va ieși ea? Răspunsul este 
negativ.  

Acel model a lui Lorenz, realist al climei turbulente este creat 
într-un tub cilindric de fluid închis, pe măsură ce i se aplică o încălzire 
continuă la partea inferioară a cilindrului. Lorenz a fost unul din pionierii 
analizei neliniare a fluidelor, dar începând cu domeniul turbulent al 
dinamicii fluidelor și ordinea rigidă a cristalelor, modelarea fractală este 
cea mai bună metodă de studiu.  
 Lăsând PC-ul să deruleze programul FractalVision, vor rezulta 
modele mai apropiate de fenomenele reale din natură privind dinamica 



fluidelor [2]. În figura 10 este redat 
un model pentru aceste fenomene 
fractale. 
 
 
Fig. 10  
 
Un model mai apropiat de fenomenele 
reale din natură privind dinamica fluidelor 
[2] 
 
 
 

 
5. Concluzii 
 

      ■ Considerat la apariţia sa, „un component ciudat al 
matematicii”, fractalul se impune astăzi ca termen atât în ştiinţele reale, 
cât şi în cele umaniste şi necesită a fi studiat cu atenţie.  

El generează o metodologie de tip fractalic şi îşi îmbogăţeşte 
treptat sensurile în dependenţă de disciplina în care este preluat şi 
aplicat. 
 ■  Părţile sale au aceeaşi formă sau structură ca şi întregul, 
numai că la ”scară diferită şi putând fi uşor deformate”. 
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