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METODA HIBRIDA DE STUDIU PENTRU ORICE
TIP DE SECTIUNE SUPUSA LA TORSIUNE

Vasile NASTASESCU, Ghita BARSAN

A HYBRID METHOD OF STUDY FOR ANY SECTION
TYPE UNDER TORSIONAL LOADING

This paper presents a methodology regarding the numerical analysis
of any section type under torsion loading. This methodology is named a hybrid
one, because it practically consist in using of the membrane analogy — an
experimental method - but the solving and result analysis are made by Finite
Element Method (FEM). In the modelling of a structure, of a beam, applying of
the torsion moment involves some difficulties especially regarding of the local
stress concentration. By the methodology presented in this paper, the analysis
of the shear stress field can be made with a great accuracy using FEM, without
any experimental means. This methodology takes into account all the physical
significations of the membrane analogy and all these are evaluated by FEM.
That require of the pressure-effort ratio to be -2 is made by a thermal loading,
cooling the membrane. By post-processing, the numerical result analysis can
be quickly and easily made. The modelling presented in this paper can be used
for any section type: whatever the shape, no matter if the section has one or
more holes etc. By this methodology, the membrane analogy becomes more
efficient, more versatile and more accessible for any section type.
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1. Introducere

Aplicarea momentului de torsiune, in analiza numerica prin
Metoda Elementelor Finite (MEF), oricarui tip de sectiune, ridica



adesea unele dificultati din cauza unor concentrari locale ale
tensiunilor. Aceste dificultati cresc atunci cand este vorba de sectiuni
de forme oarecare, simplu sau multiplu conexe, cand este vorba de
sectiunile dreptunghiulare inguste, de profilele subfiri inchise sau
deschise etc.

Tuturor acestor sectiuni li se pot aplica metodologia prezentata
in aceasta lucrare, care se bazeaza pe metoda elementelor finite, dar
pe fundamentele metodei experimentale cunoscute sub numele de
analogia cu membrana.

2. Fundamente ale analogiei cu membrana

Teoria elasticitatii aplicata studiului torsiunii barelor de sectiune
oarecare, ne conduce la urmatoarele relatii de calcul a tensiunilor
tangentiale, intr-un punct avand coordonatele X si Y, al sectiunii

respective:
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Tensiunea tangentiala totald (7;) se calculeaza imediat cu

relatia (3), provenita din compunerea forielor tangentiale elementare,
care actioneaza pe elementul de arie (dA ) atasat punctului respectiv:
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Semnificatia notatiilor din relatiile (1)...(3) este urmatoarea:
M; este momentul de torsiune aplicat intregii sectiuni de arie A, I;
este momentul de inerfie la torsiune al sectiunii, iar functia
@ = d(X,y) este functia tensiunilor (Prandtl). Momentul de inertie la

torsiune ( | ) se calculeaza cu relatia:
I, =2[®-dA (4)
A

Principalele proprietati ale funciiei tensiunilor () se refera la
conditile de Tndeplinit Tn interiorul sectiunii si pe conturul acesteia.

Astfel, se stie ca pe contur, ®=0 (5)



iar in interiorul sectiunii,

2 2
A@:aa—f+zy—f=—2 ©)
X

Din studiul unei membrane, care in stare nedeformata se
gaseste in planul XOy, supusé la presiunea P, se cunoaste ecuatia

diferentiala de echilibru a elementului infinitezimal de membrana (dA):
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in relatia (7), U este functia deplan&rii membranei, iar H este

efortul normal, care in condiiile unei solicitari usoare si a unei grosimi

mici (t) si constante a membranei, se considera uniform si acelasi in
ambele directii (Xsi Y):

H=0yt=0y-1 (8)

Privind relatiile (6) si (7), constatam o analogie perfecta din
punct de vedere matematic. Daca membrana acopera un gol cu forma
identica a sectiunii supusa la torsiune, fiind fixata pe conturul acesteia,
conditia (5) este indeplinita imediat. Asadar, pe contur:

Uu=0 9
Conditia (6) este si ea usor de Indeplinit, punand conditia:
P
—=-2 10
¥ (10)

n aceste conditii, relatiile (1), (2) si (4) devin:
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l=2[@-dA=2[U-dA=2V (13)
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in care V , reprezentand volumul inchis de membrana deformata.
3. Modelarea cu elemente finite a analogiei cu membrane

Marimile reprezentate de relatile (11)...(13) pot fi usor
determinate prin modelarea cu elemente finite a analogiei cu
membrana. Conditiile pe contur ale functiei U se aplica imediat, usor si
direct, prin restrictiile aplicate in mod curent in analiza cu MEF.

Conditia exprimata de relatiile (6) si (10) se realizeaza aplicand
membranei o ricire cu un gradient termic. In urma analizei cu MEF a
acestei solicitari, cand se cunoaste (se adoptd) grosimea membranei t

si se calculeaza tensiunile o, si Oy, se stabileste presiunea p ce
urmeaza a fi aplicatd membranei:

p=—2H =20, -t (14)

In urma unei alte ruldri care ia in consideratie atat solicitarea
termica (de racire) cat si incarcarea mecanicad cu presiunea P se
obtine forma deformatd a membranei, adica expresia digitala a funciiei
U . Tot in aceastd fazd se pot obtine si acele curbe de nivel ale
membranei deformate, care sunt utilizate Tn metodologia
experimentala. Evident ca aceste curbe sunt de mare acuratete,
comparativ cu realizarea lor experimentala.

Un parametru important al comportarii structurii, care poate fi
usor calculat, iar Tn majoritatea programelor profesionale se calculeaza
in regim automat, este energia potentiala totala acumulata de structura,

pe care sa o notam cu Wt- In conditiile analizei cu elemente finite,
aceasta energie are expresia:

l n
W, ==Y fiU; (15)
24

in care fi este forta concentratd pe elementul finit i (ca urmare a

presiunii aplicate), U; este deplasarea pe directia fortei f; a



elementului finit 1, iar N este numarul de elemente finite. Explicitand

forta f;,
fi = pA (16)

unde A este aria elementului finit 1, relatia (15) devine:

n
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Avand in vedere relatia (13), putem calcula imediat momentului
de inertje la torsiune |, :
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Pentru obtinerea rezultatelor finale si post-procesarea acestora
in regim automat, se mai face o rulare, In care toate restriciile si
incarcarile anterioare sunt sterse, iar structurii considerate (membranei
cu forma secftiunii date) i se aplica rotirile din noduri calculate n rularea
precedentd. Acestea, multiplicate cu o constantd K rezultatd din
relatiile (11), (12) si (18):

(19)

conduc la calculul valorilor tensiunilor tangentiale si post procesarea
automata a acestora pe toata sectiunea, prin optiunea de reprezentare

graficd sau prezentare a rezultatelor, privind deplasarile nodale: UX
pentru 7y, =7, si UY pentru 7y, =7,, . Tensiunea totald poate fi si

ea obtinuta automat prin post-procesarea grafica a deplasarilor nodale
rezultante (totale).

Toate ruldrile la care m-am referit mai sus (practic 3 pasi), pot fi
executate prin rulari independente sau organizate consecutiv n
procedura automata.

Automatizarea tuturor calculelor descrise mai sus depinde de
programul folosit care este mai mult sau mai putin generos cu optiunile



puse la dispozitia utilizatorului, inclusiv prin limbajul propriu care
permite o serie de operatiuni matematice ale parametrilor de calcul.

De regula, mai toate optiunile la care ne-am referit, sunt
disponibile in programele profesionale de calcul prin MEF, precum
Ansys, Cosmos si altele.

4. Exemple ilustrative

Primul exemplu se refera la o sectiune circulara, cu diametrul
de 100 mm, supusa unui moment de torsiune de 5,00 kNm. Pentru
aceasta sectiune exista si solutie analitica, prin care se gaseste
tensiunea tangentiald maximéa cu valoarea 25,4648 MPa. In figura 1 se
prezinta modelul cu elemente finite al membranei care acopera o
sectiune cu forma si dimensiunile sectiunii date. Elementele finite sunt
de tip SHELL. In figura 2 sunt prezentate curbele de nivel
corespunzatoare deformatiei membranei, aceasta putand fi urmarita in
figura 3. Rezultatul final este prezentat in figura 4, din care se constata
valoarea maxima de 25,186 MPa a tensiunii tangentiale totale. n
aceste conditii, rezultda o eroare a valorii numerice fata de valoarea
analitica de numai -1.095 %.

Fig.1 Modelul cu elemente finite al Fig. 2 Curbele de nivel
membranei care acopera o sectiune corespunzatoare deformatiei
cu forma si dimensiunile sectiunii date membranei

Fig. 3 Urmarirea curbelor de nivel corespunzatoare deformatiei membranei
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Fig. 4 Rezultatul final al deformatiei Fig. 5 Modelul cu elemente finite pentru
membranei o sectiune de tip coroana circulara

n figura 5 este prezentat modelul cu elemente finite pentru o
sectiune de tip coroana circulara. Golul sectiunii este si el modelat cu
elemente finite, tot de tip SHELL, dar legatura dintre conturul interior al
membranei si conturul exterior al placii care acopera golul este
realizata prin elemente finite de tip TRUSS (bara articulata). Acestea au
fost necesare pentru a cupla nodurile respective (membrana-placa)
numai pe un singur grad de libertate si anume deplasarile UZ (pe
directia normala la sectiune.

Fig. 6 Starea deformata a structurii Fig. 7 Curbele de nivel
sectiunii de tip coroana circulara corespunzatoare deformatiei
structurii de tip coroana circulara
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Fig. 8 Urmarirea curbelor de nivel corespunzatoare deformatiei
structurii membranei deformate

n figurile 6, 7 si 8 se prezinta starea deformatd a structurii,
inclusiv curbele de nivel ale membranei deformate (figura 7). Sectiunea
analizata are diametrul exterior 160 mm, diametrul interior 80 mm si
este supusa unui moment de torsiune de 7536 kKNm. Solutia analitica,
pentru tensiunea tangentiala maxima totala, este 99,949 MPa. Solutia
gasita prin aceasta metoda hibrida are o eroare de -2,99 %.
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Fig. 10 Prezentarea vectoriala a tensiunilor

Fig. 9 Rezultatul final al ! N \ h h
tangentiale in nodurile modelului numeric adoptat

deformatiei

in figura 10 sunt prezentate vectorial tensiunile tangentiale Ty
in nodurile modelului numeric adoptat.




Fig. 13

Fig. 14

Figurile 11...14 prezinta unele rezultate ale aplicarii metodei
hibride unei sectiuni sub forma de elipsa, avand semi-axele de 50 si
respectiv 26 mm. Momentul de torsiune are valoarea 5 kNm.

Distributiile tensiunilor tangentiale 7, si Ty de-a lungul

axelor, sunt prezentate in figurile 13,

respective 14, avand valorile

maxime 91,82 MPa, respective 47,946 MPa. Fata de valorile teoretice,
aceste valori prezinta erorile de 2,5 %, respective 2,1 %.
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Figurile 15...18 prezinta aplicarea metodei hibride de analiza a
campului tensiunilor tangentiale, pentru sectiunea triunghi echilateral cu
latura de 100 mm, supusa unui moment de torsiune de 5 kNm.

SiTn acest caz, atdt modul de variatie cat si valorile tensiunilor
au o foarte buna concordanta cu determinarile analitice.

5. Concluzii

m Metoda hibrida de analiza a campului tensiunilor tangentiale,
prezentata in aceasta lucrare, este precisa, versatila si potrivita oricarui
tip de sectiune (din lipsa spatiului nu au putut fi prezentate mult mai
multe exemple).

m Este mult mai exacta decat valorile care s-ar obtine prin
mijloacele experimentale clasice. Durata de pregatire si obtinere a
rezultatelor finale este mult mai mica decat procedeul experimental.
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