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ON THE NATURAL FREQUENCY CHANGES OF  
BEAMS DUE TO CORROSION  

 
This paper presents a relation to be used for deriving the effect of 

mass loss on the natural frequencies of beams. Herein the stiffness decrease is 
not considered, since its effect on the natural frequencies is well-known. 
Consequently, the beam was considered with a constant cross-section but with 
reduced volumetric mass density in the corroded region. By this approach, we 
have first analytically studied the beam dynamics from an energetic point of 
view and contrived the mathematical relation. Afterwards, this relation was 
successfully tested against FEM simulations. 
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1. Introducere 
 

Pentru a detecta de timpuriu defectele care apar în structuri, 
acestea trebuie verificate in mod regulat [1]. În acest scop se folosesc 
diverse metode de control nedistructiv. Metodele clasice de control 
vizual, analiza cu raze X sau cea cu ultrasunete sunt metode de control 
local care permit detectarea precisă a defectelor. Dezavantajul acestor 
metode constă în faptul că ele necesită cunoașterea zonei unde este 
localizat defectul. Metodele dinamice însă, având un caracter global, 



pot indica eventualele defecte ale unei structuri mari. De asemenea, cu 
ajutorul acestora, se poate localiza zona cu defect. Faptul de a nu mai 
avea neapărat nevoie de acces la zona care trebuie inspectată 
reprezintă principalul avantaj ale metodei dinamice. Dar o metodă nu o 
exclude pe cealaltă, dimpotrivă ele se completează reciproc [1]. 

 
2. Considerente teoretice 

 
În această secţiune se introduce o relaţie matematică dedusă 

de autori, care evaluează modificările frecvenţelor datorate pierderii de 
masă. Cazul este ilustrat pentru o grindă încastrată la un capăt şi liberă 
la celălalt capăt. În acest exemplu, asimetria geometrică asigură o 
legătură fără echivoc între diferenţele de masă, definite prin poziţie şi 
intensitate, respectiv modificarea frecvenţei. Se analizează o grindă 
prismatică din oţel, care are următoarele caracteristici: lungimea L = 1 
m, iar secţiunea transversală dreptunghiulară are lăţimea B = 50 mm și 
grosimea H = 5 mm, de unde rezultă aria secţiunii transversale A = B·H 
şi momentul de inerţie I = (B·H3)/12. Proprietăţile fizico-mecanice sunt: 
densitatea ρ = 7850 kg/m3, modulul de elasticitate longitudinală E = 
2.0·1011 N/m2 şi coeficientul lui Poisson µ = 0,3. Acceleraţia 
gravitaţionala este g = 9,806 m/s2, masa grinzii m = 1,9625 kg.  

Grinda supusă pierderii de masă ma distribuită uniform pe un 
segment de lungime ΔL, localizat între punctele a şi b, este prezentată 
în figura 1, unde este de asemenea reprezentat şi modelul grinzii. În 
model, pierderea totală de masă este obţinută prin scăderea densităţii 
segmentului corodat (marcat cu gri deschis). Astfel, rigiditatea grinzii se 
menţine neschimbată.  

 

 
Fig. 1 Grinda în consolă cu o zonă corodată şi modelul imaginat care  

consideră scăderea densităţii şi menţinerea rigidităţii constante 
 
Pentru grinda în consolă din figura 1, ecuaţia transcendentală 

caracteristică este:  
 cos cosh 1 0λ λ + =  (1) 



 Prin urmare, forma modului de vibraţie de încovoiere este 
definită ca: 
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unde iα  este coeficientul de undă adimensional. Pentru a normaliza 
forma modului este necesară multiplicarea cu 0,5. În plus, frecvenţa 
naturala f i  pentru al i-lea mod de vibraţie de încovoiere al unei grinzi 
pentru orice tip de rezemare, se obţine din relaţia: 
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Pentru a găsi influenţa pierderii de masă asupra dinamicii 
grinzii în consolă, aceasta se consideră a fi continuă şi fără masă. O 
masă mE, poziţionată la capătul liber, parcurge într-un sfert de perioadă 
(0,25*Ti) distanţa w i(L). O altă masă mP, situată la distanţa x faţă de 
capătul încastrat, parcurge în acelaşi timp distanţa wi(x). Ecuaţia (2) 
permite calculul acestor distanţe pentru oricare punct x de pe grindă. 

Figura 2.a prezintă cazurile unei mase localizate la capătul 
liber, în timp ce figura 2.b prezintă o masă într-o poziţie intermediară, 
ambele pentru modul de vibraţie de încovoiere doi.  

 
 
 
 
                                               
 
                                                                  
 
 
 
 
 

 

Fig. 2  Sisteme echivalente dinamic, având masa localizată în poziţii diferite 
 
Energia cinetică calculată pentru masa de tip mE este: 

 ( ) ( ) 2

2
iE

K i
i

w LmU L
T

 =   
 (4) 

mE 

L 

w2(L) 

mP
 

x 

w2(x) 

a. 

b. 



Pentru masa mP localizată la distanţa x, adică cazul general, 
energia cinetică este dată de formula: 
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Dacă energiile cinetice în cele două cazuri sunt egale, atunci 
pentru ambele se obţine aceiaşi frecvenţă naturală. Dependenţa dintre 
cele două mase mE şi mP pentru al i-lea mod de vibraţie rezultă din 
ecuaţiile  (4) şi (5), ca fiind:  
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Nota bene, pentru grinda în consolă, cele mai mari deplasări se 
realizează întotdeauna la capătul liber, deci ( )iw x este obţinută prin 
normalizare şi denotă deplasarea transversală adimensională pentru un 
punct situat la distanţa x faţă de capătul fix. Evident că ( )[ ]2iw x  ia 
valori între zero şi unu. În cazul grinzilor în consolă, ecuaţia (6) arată că  
elementul care are cea mai importantă contribuţie la energia cinetică 
totală se află la capătul liber. De asemenea, rezultă că orice masă 
localizată la distanţa x faţă de capătul fix, poate fi înlocuită cu o masă 
echivalentă localizată la capătul liber. Factorul de scalare folosit pentru 
aflarea masei echivalente este dat de pătratul formei modului 
normalizat ( )[ ]2iw x . Din punct de vedere dinamic, masa echivalentă a 
grinzii este obţinută prin însumarea maselor echivalente a tuturor 
tronsoanelor înguste de grindă. În  figura 3, este ilustrat cazul celui de-
al doilea mod de vibraţie. De fapt, masa echivalentă totală a grinzii 

i eqm −  poziţionată la capătul liber, corespunzător celui de-al i-lea mod 
de vibraţie se obţine prin multiplicarea masei specifice m  cu suprafaţa 
situată sub curba ( )[ ]2iw x . Prin urmare, masa echivalentă totală este:  
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Prin urmare, frecvenţa poate fi exprimată în raport cu masa 
echivalentă, ca fiind: 
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Fig. 3 Încărcarea unei grinzi în consolă cu o masă uniform distribuită  
şi participarea masei la energia cinetică în modul doi de vibraţie  

în funcţie de poziţia ocupată pe grindă 
 
Contribuţia la energia cinetică totală poate fi dedusă din ecuaţia 

(7), ca sumă a participării masei tuturor elementelor constituente ale 
grinzii. Participarea masei individuale ia în considerare distanţa 
parcursă într-un sfert de perioadă (0,25*Ti), astfel încât ea este diferită 
pentru diversele moduri de vibraţie. Figura 4 indică participarea masei 
normalizate a celor 100 de elemente ale grinzii, pentru modul doi de 
vibraţie de încovoiere. 

 

 
Fig. 4  Participarea masei la energia cinetică totală, în cazul sarcinilor distribuite 

uniform, pentru cele 100 de elemente ale grinzii – modul 2 de vibraţie  

m=m
 

m 

L 

m 

m·[w2(x)]2 
mE2(x
 

x 



În continuare considerăm grinda cu o secţiune transversală 
uniformă, încărcată cu o masă suplimentară, pe segmentul de grindă 
de lungime ΔL situat între punctele a şi b. Sarcina a fost aplicată  într-o 
manieră care să nu afecteze rigiditatea grinzii. Aceasta poate fi 
modelată de o densitate scăzută, obţinându-se pe acest segment o 
masă specifică Rm  micşorată. Contribuţia masei echivalente pe acest 
segment supus unei creşteri de masă, este: 
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Masa specifică echivalentă totală, care contribuie la energia 
cinetică, se obţine prin însumarea maselor specifice echivalente ale 
acestui segment şi ale celorlalte două segmente care nu sunt supuse 
nici unei mase adiţionale. Aceste ultime două mase sunt: 
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unde 0 a
i
−ς , a b

i
−ς şi a L

i
−ς reprezintă coeficienţii de participare a masei 

pentru segmentele 0-a, a-b şi respectiv b-L.  
Figura 5 prezintă participarea masei pentru o grindă cu 

densitate scăzută a masei pe un segment cu limitele a = 0,3 L şi b = 
0,45 L. Se poate observa distorsiunea coeficientului de participare a 
masei la energia totală a grinzii între punctele a şi b. Pe acest segment 
masa distribuită are ca efect scăderea energiei cinetice.  

 

 
Fig. 5  Participarea masei la energia cinetică pentru cele 100 de elemente ale 

grinzii, în cazul pierderii de masă – modul 2 de vibraţie 



În cazul în care considerăm rigiditatea ca fiind uniformă, 
frecvenţele naturale pentru grinda cu masă mai mică, de exemplu 

Rm m< , între punctele a şi b, sunt: 
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sau, considerând coeficienţii de participaţie a masei: 
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Din ecuaţiile (8) şi (13), frecvenţele naturale ale grinzii cu masă 
modificată funcţie de frecvenţele grinzii uniforme, se obţin ca fiind:  
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În aplicaţiile practice, cum ar fi detectarea defectelor sau 
controlul vibraţiilor, abaterea de frecvenţă cauzată de modificarea 
masei este importantă. Aceasta este:  
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Datorită faptului că relaţia dedusă pentru exprimarea frecvenţei 
modurilor de vibraţie de încovoiere ale unei grinzi încărcate neuniform 
conţine doar termeni ce depind de modul de rezemare (forma modală şi 
numerele de undă), relaţia este valabilă pentru orice tip de rezemare.  
 
 3. Verificare numerică  
 
 Pentru a demonstra corectitudinea relaţiilor matematice 
deduse, au fost realizate o serie de simulări utilizând metoda 
elementelor finite (FEM), investigaţia fiind efectuată cu programul 
ANSYS 12, modulul „Analiză modală”. Cercetarea iniţială a luat în 
considerare grinda uniformă, aşa cum a fost descrisă în secţiunea 
anterioară.  
 După aceea au fost luate în considerare grinzi ce prezentau o 
distribuţie neuniformă a masei. Cazurile particulare sunt individualizate 
prin extinderea (segmente mai lungi respectiv mai scurte) şi 
intensitatea (densităţi diferite) defectului. Parametrii regiunilor supuse 
modificării de masă sunt prezentate clar în tabelul 1.  



Tabelul 1 

Scenariul Densitatea   
ρ [kg/m3] 

Limita stg.  
a [mm] 

Limita dr.  
b [mm] 

Extindere 
 ΔL [mm] 

A 4000 300 400 100 
B 2000 700 750 50 
C 4000 100 110 10 
D 2000 150 160 10 

 
 Primele trei frecvenţe naturale ale modului transversal de 
vibraţie sunt deduse analitic (vezi tabelul 2) şi cu ajutorul FEM (vezi 
tabelul 3), în scopul obţinerii valorii de referinţă.  

Tabelele 2 şi 3 prezintă de asemenea rezultatele rezultate 
pentru cele patru scenarii imaginate, prin folosirea ecuaţiei (14) şi a 
simulărilor FEM.  

Conformitatea între rezultatele obţinute analitic cu cele obţinute 
prin analiza prim MEF confirmă valabilitatea ecuaţiilor deduse. 
 

Tabelul 2  

Modul i 
Încărcare uniformă Încărcare în trepte 

if  [Hz] Scenariul Rif  [Hz] 

1 4,07690 

A 4,08977 
B 4,20082 
C 4,07691 
D 4,07699 

2 25,54951 

A 26,52667 
B 25,65486 
C 25,55209 
D 25,56472 

3 71,53939 

A 75,09158 
B 73,74612 
C 71,58216 
D 71,75063 

 
 Din tabelele 2 şi 3, se observă o bună conformitate între 
frecvenţelor deduse analitic şi cele rezultate din simulării FEM. O 
imagine şi mai bună o obţinem dacă utilizăm valorile adimensionale ale 
modificărilor frecvenţelor, determinate cu relaţia 
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şi prezentate în tabelul 4. 



Tabelul 3 

Modul i 
Încărcare uniformă Încărcare în trepte 

FEM
if [Hz] Scenariul FEM

Rif [Hz] 

1 4,08986 
 

A 4,10330 
B 4,21423 
C 4,08963 
D 4,08979 

2 25,62655 
 

A 26,62145 
B 25,73864 
C 25,62894 
D 25,64190 

3 71,75447 

A 75,53598 
B 74,09155 
C 71,79798 
D 71,96386 

 
Tabelul 4 

Modul i Scenariul Rif∆ [%] FEM
Rif∆ [%] 

1 

A 0,315681 0,328618 
B 3,039564 3,040935 
C 0 0 
D 0 0 

2 

A 3,824574 3,882302 
B 0,412337 0,437398 
C 0.010098 0,009326 
D 0,059531 0,059899 

3 

A 4,965362 5,270069 
B 3,084636 3,257051 
C 0,059785 0,060637 
D 0,295278 0,291815 

 
 4. Concluzii 
 
 ■ Lucrarea introduce un model matematic, care ne permite să 
anticipăm comportamentul la vibraţii al structurilor cu pierderi de masă, 
dacă rigiditatea nu este afectată. Analizând tabelul 4 se poate 
concluziona că relaţia matematică dedusă este precisă, observându-se 
o bună similitudine între rezultatele obţinute analitic şi prin FEM. 
  

■ Relaţia poate fi utilizată în completarea relaţiei deduse de 
autori pentru calculul frecvenţelor grinzilor cu discontinuităţi geometrice 
în care se neglijează pierderile de masă. Acest lucru este posibil 



deoarece s-a dovedit că principiul suprapunerii efectelor poate fi aplicat 
în astfel de cazuri. 
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