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DESPRE MODIFICAREA FRECVENTELOR
NATURALE ALE GRINZILOR DATORITA COROZIUNII

Emilian STANCIU, Zeno-losif PRAISACH, Gilbert-Rainer GILLICH

ON THE NATURAL FREQUENCY CHANGES OF
BEAMS DUE TO CORROSION

This paper presents a relation to be used for deriving the effect of
mass loss on the natural frequencies of beams. Herein the stiffness decrease is
not considered, since its effect on the natural frequencies is well-known.
Consequently, the beam was considered with a constant cross-section but with
reduced volumetric mass density in the corroded region. By this approach, we
have first analytically studied the beam dynamics from an energetic point of
view and contrived the mathematical relation. Afterwards, this relation was
successfully tested against FEM simulations.
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1. Introducere

Pentru a detecta de timpuriu defectele care apar in structuri,
acestea trebuie verificate in mod regulat [1]. Tn acest scop se folosesc
diverse metode de control nedistructiv. Metodele clasice de control
vizual, analiza cu raze X sau cea cu ultrasunete sunt metode de control
local care permit detectarea precisa a defectelor. Dezavantajul acestor
metode consta in faptul ca ele necesitd cunoasterea zonei unde este
localizat defectul. Metodele dinamice insa, avand un caracter global,



pot indica eventualele defecte ale unei structuri mari. De asemenea, cu
ajutorul acestora, se poate localiza zona cu defect. Faptul de a nu mai
avea neaparat nevoie de acces la zona care trebuie inspectata
reprezinta principalul avantaj ale metodei dinamice. Dar o0 metoda nu o
exclude pe cealaltd, dimpotriva ele se completeaza reciproc [1].

2. Considerente teoretice

In aceasta sectiune se introduce o relatie matematica dedusa
de autori, care evalueaza modificarile frecventelor datorate pierderii de
masa. Cazul este ilustrat pentru o grinda incastrata la un capat si libera
la celdlalt capat. In acest exemplu, asimetria geometrica asigurad o
legatura fara echivoc intre diferentele de masa, definite prin pozitie si
intensitate, respectiv modificarea frecventei. Se analizeaza o grinda
prismatica din otel, care are urmatoarele caracteristici: lungimea L = 1
m, iar sectiunea transversala dreptunghiulara are latimea B = 50 mm si
grosimea H = 5 mm, de unde rezulta aria sectiunii transversale A = B-H
si momentul de inertie | = (B-H3)/12. Proprietatile fizico-mecanice sunt:
densitatea p = 7850 kg/m3, modulul de elasticitate longitudinala E =
2.0-1011 N/m2 si coeficientul lui Poisson p = 0,3. Acceleratia
gravitationala este g = 9,806 m/s?, masa grinzii m = 1,9625 kg.

Grinda supusa pierderii de masa m, distribuitd uniform pe un
segment de lungime AL, localizat intre punctele a si b, este prezentata
in figura 1, unde este de asemenea reprezentat si modelul grinzii. Tn
model, pierderea totala de masa este obtinuta prin scaderea densitatii
segmentului corodat (marcat cu gri deschis). Astfel, rigiditatea grinzii se
mentine neschimbata.

Fig. 1 Grinda n consola cu o zona corodata si modelul imaginat care
considera scaderea densitatii si mentinerea rigiditatii constante

Pentru grinda in consola din figura 1, ecuatia transcendentala
caracteristica este:
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Prin urmare, forma modului de vibratie de incovoiere este
definita ca:
cosA;L +cosha;L
sinA;L +sinhA;L

unde ¢; este coeficientul de unda adimensional. Pentru a normaliza
forma modului este necesard multiplicarea cu 0,5. In plus, frecventa
naturala f; pentru al i-lea mod de vibratie de Tncovoiere al unei grinzi
pentru orice tip de rezemare, se obtine din relatia:
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W (x) = COShAiX —COSAjX — (sinhjx —sinjx) (2)

Pentru a gasi influenta pierderii de masa asupra dinamicii
grinzii in consola, aceasta se considera a fi continua si fara masa. O
masa me, pozitionata la capatul liber, parcurge intr-un sfert de perioada
(0,25*T;) distanta wi(L). O altd masa mp, situata la distanta x fata de
capatul incastrat, parcurge in acelasi timp distanta wi(x). Ecuatia (2)
permite calculul acestor distante pentru oricare punct x de pe grinda.

Figura 2.a prezinta cazurile unei mase localizate la capatul
liber, in timp ce figura 2.b prezintd o masa intr-o pozitie intermediara,
ambele pentru modul de vibratie de incovoiere doi.

i

Fig. 2 Sisteme echivalente dinamic, avadnd masa localizata in pozitii diferite

Energia cinetica calculata pentru masa de tip me este:

Uea(1)=TE[ BT @



Pentru masa mp localizata la distanta x, adica cazul general,
energia cinetica este data de formula:

uKi<x>=ﬂ{MT ®
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Daca energiile cinetice in cele doua cazuri sunt egale, atunci
pentru ambele se obtine aceiasi frecventa naturala. Dependenta dintre
cele doud mase me si mp pentru al i-lea mod de vibratie rezultd din
ecuatiile (4) si (5), ca fiind:
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Nota bene, pentru grinda Tn consola, cele mai mari deplasari se
realizeazad Tntotdeauna la capatul liber, deci W (x)este obtinuta prin
normalizare si denota deplasarea transversala adimensionala pentru un
punct situat la distanta x fatd de capatul fix. Evident ca [W(x)]* ia

valori intre zero si unu. In cazul grinzilor in consol, ecuatia (6) arata c&
elementul care are cea mai importanta contribufie la energia cinetica
totala se afla la capatul liber. De asemenea, rezultd ca orice masa
localizata la distanta x fata de capatul fix, poate fi inlocuita cu o masa
echivalenta localizata la capatul liber. Factorul de scalare folosit pentru
aflarea masei echivalente este dat de patratul formei modului

normalizat [ W, (x)]*. Din punct de vedere dinamic, masa echivalents a

grinzii este obtinutd prin insumarea maselor echivalente a tuturor
tronsoanelor inguste de grinda. In figura 3, este ilustrat cazul celui de-
al doilea mod de vibratie. De fapt, masa echivalenta totald a grinzii
Mi_¢q POZitionata la capatul liber, corespunzator celui de-al i-lea mod

de vibratie se obtine prin multiplicarea masei specifice M cu suprafata
situata sub curba [W, (x)]*. Prin urmare, masa echivalenta totala este:

L
Mi_eq = ijO [@ (x)]% dx = -LmL = 0.25mL @)

Prin urmare, frecvenfa poate fi exprimata in raport cu masa

echivalenta, ca fiind:
2 2
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Fig. 3 Incarcarea unei grinzi in consold cu o masa uniform distribuita
si participarea masei la energia cinetica in modul doi de vibratie
in functie de pozitia ocupata pe grinda

Contributia la energia cinetica totald poate fi dedusa din ecuatia
(7), ca suma a participarii masei tuturor elementelor constituente ale
grinzii. Participarea masei individuale ia Tn considerare distanta
parcursa intr-un sfert de perioada (0,25*T)), astfel incat ea este diferita
pentru diversele moduri de vibratie. Figura 4 indica participarea masei
normalizate a celor 100 de elemente ale grinzii, pentru modul doi de
vibratie de incovoiere.
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Fig. 4 Participarea masei la energia cinetica totala, in cazul sarcinilor distribuite
uniform, pentru cele 100 de elemente ale grinzii — modul 2 de vibratie



In continuare consideram grinda cu o sectiune transversal&
uniforma, Tncarcatd cu o masa suplimentara, pe segmentul de grinda
de lungime AL situat intre punctele a si b. Sarcina a fost aplicata intr-o
manierd care sa nu afecteze rigiditatea grinzii. Aceasta poate fi
modelatd de o densitate scazuta, obtindndu-se pe acest segment o
masa specificda Mz micsorata. Contributia masei echivalente pe acest

segment supus unei cresteri de masa, este:
_ _ b 2 b
Mai %y = Mg Lja[wi (x)]° dx = g2 PmgL 9

Masa specifica echivalenta totala, care contribuie la energia
cinetica, se obtine prin insumarea maselor specifice echivalente ale
acestui segment si ale celorlalte douda segmente care nu sunt supuse
nici unei mase aditionale. Aceste ultime doua mase sunt:

md@ = i joa[v—vi (x)]? dx = 0-amL (10)
L
mpL = ijb [W (x)]?dx = cP-LmL (11)

unde 02, gi‘"*b si ¢ L reprezintd coeficientii de participare a masei
pentru segmentele 0-a, a-b si respectiv b-L.

Figura 5 prezinta participarea masei pentru o grinda cu
densitate scazuta a masei pe un segment cu limitele a = 0,3 L si b =
0,45 L. Se poate observa distorsiunea coeficientului de participare a
masei la energia totala a grinzii intre punctele a si b. Pe acest segment
masa distribuita are ca efect scaderea energiei cinetice.
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Fig. 5 Participarea masei la energia cinetica pentru cele 100 de elemente ale
grinzii, in cazul pierderii de masa — modul 2 de vibratie



In cazul in care consideram rigiditatea ca fiind uniforma,
frecventele naturale pentru grinda cu masa mai mica, de exemplu
Mg < m, Tntre punctele a si b, sunt:

A El
fri = 12)
b mP-L )3
ZTC\/< |eq+m?{| eq+ |eq)L
sau, considerand coeficientii de participatie a masei:
A2 El

fri =5 (13)
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Din ecuatiile (8) si (13), frecventele naturale ale grinzii cu masa
modificata functie de frecventele grinzii uniforme, se obtin ca fiind:

0- L—
fri = fiJ - (14)

0-a- b-L-
gl am+C_,i mR +C_,| m

In aplicatiile practice, cum ar fi detectarea defectelor sau
controlul vibratjilor, abaterea de frecventd cauzata de modificarea
masei este importanta. Aceasta este:

0-L =
Gy m
Afgi = i \/ 0~ b= iz L (15)

Datorita faptului ca relatia dedusa pentru exprimarea frecventei
modurilor de vibratie de incovoiere ale unei grinzi incarcate neuniform
contine doar termeni ce depind de modul de rezemare (forma modala si
numerele de unda), relatia este valabila pentru orice tip de rezemare.

3. Verificare numerica

Pentru a demonstra corectitudinea relatiilor matematice
deduse, au fost realizate o serie de simulari utlizand metoda
elementelor finite (FEM), investigatia fiind efectuatd cu programul
ANSYS 12, modulul ,Analizd modald”. Cercetarea iniiala a luat in
considerare grinda uniforma, asa cum a fost descrisa in sectiunea
anterioara.

Dupa aceea au fost luate In considerare grinzi ce prezentau o
distributie neuniforma a masei. Cazurile particulare sunt individualizate
prin extinderea (segmente mai lungi respectiv mai scurte) si
intensitatea (densitati diferite) defectului. Parametrii regiunilor supuse
modificarii de masa sunt prezentate clar in tabelul 1.



Tabelul 1

Scenariul Densitatea Limita stg. Limita dr. Extindere
p [kg/m3] a [mm] b [mm] AL [mm]

A 4000 300 400 100

B 2000 700 750 50

C 4000 100 110 10

D 2000 150 160 10

Primele trei frecvente naturale ale modului transversal de
vibratie sunt deduse analitic (vezi tabelul 2) si cu ajutorul FEM (vezi
tabelul 3), Tn scopul obtinerii valorii de referinta.

Tabelele 2 si 3 prezintda de asemenea rezultatele rezultate
pentru cele patru scenarii imaginate, prin folosirea ecuatiei (14) si a
simularilor FEM.

Conformitatea intre rezultatele obtinute analitic cu cele obfinute
prin analiza prim MEF confirma valabilitatea ecuatiilor deduse.

_ _ Tabelul 2
Incarcare uniforma Incarcare in trepte

f, [Hz] Scenariul fri [HZ]
A 4,08977
4,20082
4,07691

Modul i

1 4,07690

4,07699

26,52667
25,65486
25,55209
25,56472

2 25,54951

75,09158

73,74612
71,58216
71,75063

3 71,53939

O 0O(®m>O0n|m@>0|0|m

Din tabelele 2 si 3, se observa o buna conformitate ntre
frecventelor deduse analitic si cele rezultate din simularii FEM. O
imagine si mai buna o obfinem daca utilizam valorile adimensionale ale
modificarilor frecventelor, determinate cu relatia

- Afg -tm
Afgy = =R = ' -1 16
T \/(g?arﬁﬂ;?bmre +¢tm) o)

si prezentate in tabelul 4.



Tabelul 3

. Incarcare uniforma Incarcare in trepte
Modul f,FEM [Hz] Scenariul fo ™ [Hz]
A 4,10330
1 4,08986 B 4,21423
C 4,08963
D 4,08979
A 26,62145
> 25,62655 B 25,73864
C 25,62894
D 25,64190
A 75,53598
B 74,09155
3 71,75447 C 71.79798
D 71,96386
Tabelul 4
Modul i Scenariul Afg; [%] AFEEM [96]
A 0,315681 0,328618
1 B 3,039564 3,040935
C 0 0
D 0 0
A 3,824574 3,882302
2 B 0,412337 0,437398
C 0.010098 0,009326
D 0,059531 0,059899
A 4,965362 5,270069
3 B 3,084636 3,257051
C 0,059785 0,060637
D 0,295278 0,291815
4. Concluzii

m Lucrarea introduce un model matematic, care ne permite sa
anticipam comportamentul la vibratii al structurilor cu pierderi de masa,
daca rigiditatea nu este afectatd. Analizdnd tabelul 4 se poate
concluziona ca relatia matematica dedusa este precisa, observandu-se
o buna similitudine intre rezultatele obtinute analitic si prin FEM.

m Relatia poate fi utilizata in completarea relatiei deduse de
autori pentru calculul frecventelor grinzilor cu discontinuitati geometrice
in care se neglijeaza pierderile de masa. Acest lucru este posibil



deoarece s-a dovedit ca principiul suprapunerii efectelor poate fi aplicat
in astfel de cazuri.
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