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FILTERING AND CORRECTION OF NATURAL  
FREQUENCY VALUES FOR A DOUBLE-CLAMPED BEAM  

SUBJECTED TO TEMPERATURE CHANGES  
 

 This paper presents the effect of temperature changes on the natural 
frequencies of beams. These may have perfect or elastic restraints at ends. A 
temperature increase produces compressive stress and consequently a natural 
frequency decrease. We contrived mathematical relations to evaluate the effect 
of temperature for the cases of perfect rigid as well as for elastic restraints. If 
the beam is imperfect, i.e. anisotropic, non-homogeneous or not strength in the 
initial state, a correction term has to be employed to accurately find the 
frequencies. The correction method is also presented. 
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1. Introducere 

 
Cercetările prezentate în lucrarea [12] arată că modificarea 

condiţiilor de exploatare sau variaţia factorilor de mediu determină 
modificări esenţiale ale comportamentului dinamic al structurilor reale. 
Aceste modificări sunt evidenţiate prin diferenţele înregistrate între 



valorile parametrilor caracteristici ai comportamentului dinamic al unei 
structuri reale, măsurate la un moment dat şi valorile determinate 
pentru o stare iniţială, numită stare de referinţă. Pentru ca valorile 
”parametri caracteristici” măsurate la un moment dat să poată fi utilizate 
în procesele de monitorizare a structurilor reale este necesară 
prelucrarea acestora. Ideal este să se poată elimina modificările 
determinate de variaţia factorilor perturbatori externi şi să păstreze doar 
modificările determinate de eventuala apariţie sau evoluţie a defectului. 
Acest proces de prelucrare a datelor va fi denumit în continuare proces 
de filtrare. Elaborarea algoritmilor de filtrarea presupune analiza 
modului în care variaţia factorilor externi influenţează comportamentului 
dinamic al structurilor.  

În plus, cercetări prezentate în literatura de specialitate, vezi [5], 
concluzionează că în cazul structurilor reale pot să apară deviaţii ale 
comportamentului dinamic cauzate de imperfecţiunile sistemului, de 
tipul neomogenităţii materialului, devierea structurii de la forma 
geometrică ideală etc. Modificările valorilor parametrilor caracteristici ai 
comportamentului dinamic al unei structuri reale datorate acestor 
imperfecţiuni nu pot fi determinate analitic şi eliminate. Acest fapt 
conduce, chiar şi pentru valorile filtrate, la obţinerea unor rezultate 
neutilizabile în procesele de monitorizare, deoarece nu se pot separa 
modificările produse de un defect de cele produse de imperfecţiunile 
sistemului. Din acest motiv se impune corectarea valorilor filtrate pe 
baza determinărilor experimentale efectuate pentru starea de referinţă. 

În această lucrare vom prezenta un algoritm de filtrare completat 
de o metoda de corectare a valorilor frecvenţelor proprii filtrate ale 
grinzii dublu încastrate supusă influenţelor variaţiei temperaturii, pe 
baza cercetărilor prezentate de autor în teza sa de doctorat [8]. 

 
2. Modificările comportamentului dinamic datorate 

 diferenţelor de temperatură 
 

Grinzile supuse variaţiilor de temperatură suportă fenomene de 
dilatare sau contracţie în funcţie de sensul în care variază temperatura 
în jurul valorii de referinţă. Dacă modul de rezemare permite deplasări 
pe direcţie axială, grinzile suferă doar modificări dimensionale. În cazul 
în care deplasările în reazeme sunt împiedicate sau limitate, dilatările 
sau contracţiile induc în grindă forţe axiale, care influenţează 
comportamentul dinamic al acestora. Valorile forţelor axiale induse sunt 
egale cu cele ale reacţiunilor din reazeme. În anumite cazuri de 
rezemare reacţiunile pot fi determinate de forţele de frecare sau de  
forţele de natură elastică  care se opun deplasărilor. 



Pentru elaborarea algoritmului de filtrare este necesar să 
determinăm relaţiile care guvernează modificările valorilor frecvenţelor 
proprii odată cu variaţia temperaturii prin intermediul forţelor axiale 
induse. În lucrările [6], [8] şi [13] este analizat comportamentul dinamic 
al grinzii încastrate la ambele capete sub influenţa variaţiilor de 
temperatură, pornind de la ipoteza că reazemele împiedică în totalitate 
deplasările axiale. Formula de calcul a valorilor frecvenţelor proprii 
exprimată în funcţie de valoarea de referinţă fi(To) = fi-ref., temperatura 
de referinţă T0, temperatura pentru care este determinată T, aria 
secţiunii transversale A, coeficientul de dilatare liniară α şi valoarea 
caracteristică de flambaj λif, determinată în cadrul acestor cercetări 
poate fi scrisă sub forma: 
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Fig. 1 Evoluţia valorilor frecvenţelor proprii ale modurilor 1 şi 2 determinate 

FEM şi analitic 
 

În figura 1 sunt reprezentate grafic, în funcţie de temperatură, 
valorile frecvenţelor proprii ale unei grinzi dublu încastrate cu lungimea 
de 1 m, lăţimea de 0,05 m şi înălţimea de 0,01 m, confecţionată din oţel 
carbon marca OL37, determinate analitic cu formula (1) şi prin FEM. 
Din această reprezentare grafică observăm că valorile determinate prin 
cele două metode de calcul au aceeaşi evoluţie până la valorile critice 
ale temperaturii, valori după care formula analitică nu mai poate fi 
utilizată. 



Din analiza documentaţiei de specialitate şi în urma cercetărilor 
experimentale efectuate s-a evidenţiat faptul ca sistemele reale nu 
împiedică în totalitate deplasările axiale. În această lucrare vom analiza 
cazul grinzii încastrate la ambele capete, cu reazeme elastice. 

 
3. Modificările comportamentului dinamic datorate 

 diferenţelor de temperatură şi elasticităţii reazemelor 
 

Dacă asupra unui sistem elastic acţionăm cu o forţă, acesta se 
deplasează sub acţiunea ei şi răspunde cu o reacţiune a cărei valoare 
este proporţională cu deplasarea. Sistemul elastic ajunge în echilibru 
static atunci când reacţiunea este de valoare egală cu forţa care o 
determină. Starea de echilibru static este definită de valoarea forţei 
exterioare N, valoarea constantei elastice a sistemului k şi de valoarea 
totală a deplasării sistemului sub acţiunea forţei exterioare Δl. Acest 
sistem poate fi constituit de un element al unei grinzi cu zăbrele, 
prezentat în figura 2.  

 
Fig. 2  Element al grinzii cu zăbrele aflat în echilibru static determinat de forţele 

axiale datorate variaţiilor de temperatură şi reacţiunile elastice ale sistemului 

Elementul din figura 2.a se află în echilibru static determinat de 
forţa axiala N indusă în element de variaţia temperaturii cu ΔT şi 
reacţiunile elastice ale sistemului Fe. Ecuaţia de echilibru este Fe=N, 
unde Fe=k1Δl1=k2Δl2, k1 şi k2 sunt constantele elastice ale sistemelor de 
susţinere a celor două reazeme, iar Δl1 şi Δl2 sunt valorile deplasările 
celor două reazeme ca urmare a dilatărilor sau contracţiilor elementului 



din poziţia iniţială corespunzătoare stării de referinţă până la stabilirea 
echilibrului static dat de Fe=N. 

Modelarea acestui sistem este laborioasă datorită faptului că 
cele două deplasări sunt greu de separat în cazul unor măsurători pe 
structuri reale. Datorită faptului că forţele elastice variază liniar odată cu 
deplasările vom modela sistemul prezentat în figura 2.b., în care este 
luată în considerare deplasarea cumulată a celor două reazeme. 
Pentru modelarea acestui sistem este suficient să se determine 
valoarea totală a deplasărilor notată Δls şi intervalul de variaţie a 
temperaturilor care o determină, notat ΔT. Pornind de la ecuaţia de 
echilibru Fe=N şi utilizând relaţiile cunoscute care corelează deplasările 
cu diferenţele de temperatură prin intermediul caracteristicilor 
dimensionale şi fizice ale elementului analizat am dedus formula de 
calcul a valorilor frecvenţelor proprii pentru grinda analizată, în funcţie 
de deplasarea sistemului Δls şi ΔT care o determină, relaţia: 
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Această formulă stabileşte relaţii de dependenţă între valorile 
frecvenţelor proprii şi variaţiile temperaturii prin intermediul unor 
parametri uşor de determinat experimental. Formula se va dovedi utilă 
şi atunci când va fi pusă problema inversă, de filtrare a datelor 
măsurate astfel încât acestea să păstreze doar influenţele produse de 
eventualul defect. 

Pentru a elabora un algoritm de filtrare a datelor este necesar să 
se cunoască mecanismele prin care factorii perturbatori influenţează 
valorile parametrilor comportamentul dinamic al structurii monitorizate 
sensibili la defect. Formula propusă pentru filtrare, care translatează 
valorile măsurate către valorile de referinţă prin eliminarea efectelor 
variaţiilor temperaturii este: 
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(3) 

Relaţia permite eliminarea influenţelor variaţiilor de temperatură 
fără a influenţa modificările determinate de eventuala apariţie sau 
evoluţie a defectului, dar rezultatele obţinute pot fi viciate de influenţele 
imperfecţiunilor sistemului, abateri dimensionale, neomogenitatea 
materialului, deficienţe de rezemare. Relaţia poate fi aplicată şi în cazul 
în care reazemele împiedică în totalitate deplasările. 



4 Corectarea valorilor filtrate 
 
Analiza comportamentului dinamic al grinzii dublu încastrate (cu 

caracteristicile prezentate în secţiunea 3) în medii cu temperaturi 
variabile, evidenţiază că valorile frecvenţelor proprii determinate analitic 
şi FEM au evoluţii diferite pentru valori ale temperaturii cuprinse în 
intervale apropiate valorilor critice [8]. Aceste diferenţe se pot observa 
în figura 3. 
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Fig. 3  Prezentarea intervalului de temperaturi pentru care valorile frecvenţelor 
proprii ale modului 2 determinate prin cele două metode înregistrează abateri 

semnificative 

Diferenţele înregistrate între valorile frecventelor proprii 
determinate prin cele două metode pentru aceeaşi valoare a 
temperaturii se vor regăsi în valorile filtrate. Aceste diferenţe pot masca 
modificările produse de eventualul defect. Din acest motiv este necesar 
ca valorile filtrate să fie corectate. 

Pentru realizarea corecţiei se propune adaptarea formulei 
analitice de filtrare (3) la comportamentul dinamic specific al grinzii 
reale prin introducerea unor factori de corecţie notaţi Ci(ΔT).Formula 
care permite obţinerea valorilor filtrate corectate este: 

2

( )
( ( ), ) ( )

( ( ))
1

i mas
i ref S i

S

f

f T
f l T T C T

A l l T l T

I i





     

    




 
(4) 



Lucrarea [8] prezintă următoarele metode de determinare a 
valorilor factorilor de corecţie: 

 

A. Prin diferenţă între valoarea frecvenţei la temperatura de 
referinţă şi valorile filtrate care au ca sursă frecvenţele proprii pentru 
diferite valori ale temperaturii. Conform acestei metode factorul de 
corecţie corespunzător frecvenţei unui mod de vibraţie la o anumită 
valoare a modificării temperaturii ΔT este obţinut ca diferenţă între 
valoarea frecvenţei modului respectiv la temperatura de referinţă şi 
valoarea filtrată a frecvenţei modului respectiv de vibraţie care are ca 
sursă frecvenţa proprie achiziţionată pentru starea de referinţa la 
valoarea respectivă a lui ΔT. Valoarea filtrată se determină din ecuaţia 
obţinută în urma aproximării curbei de variaţie a valorilor filtrate ale 
frecvenţelor proprii care caracterizează starea iniţială a grinzii pe tot 
intervalul de temperaturi analizat. Expresia generalizată a factorului de 
corecţie astfel determinat este de forma: 

. .( ) ( ) ( )i i in ref i in filC T f T f T          (5) 

în care fi-in.fil.(ΔT) reprezintă valoarea filtrată a frecvenţei proprii 
determinată pentru starea iniţială la o valoare ΔT . 
 Modelul pentru determinarea factorilor de corecţie este prezentat 
în figura 4. În acest grafic sunt reprezentate curbele de variaţie a 
valorilor frecvenţelor proprii corespunzătoare modului 3 de vibraţie ale 
grinzii cu caracteristicile prezentate, determinate pentru temperaturi 
cuprinse în intervalul 0 °C – 75 °C.  

Ecuaţia obţinută în urma aproximării curbei de variaţie a valorilor 
filtrate ale frecvenţelor proprii care caracterizează starea iniţială a 
grinzii pe tot intervalul analizat este următoarea: 
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 Dacă înlocuim relaţia (6) în relaţia (5) obţinem formula de calcul 
a valorilor factorilor de corecţie pentru frecvenţele filtrate care 
corespund modului 3 de vibraţie a grinzii studiate, pentru orice valoare 
ΔT cuprinsă în intervalul monitorizat, caracteristică acestei metode, 
dată de expresia: 
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 B. Ca diferenţă pentru o ordonată  ΔT  între valoarea funcţiei 
aproximate a variaţiei valorilor frecvenţelor determinate cu relaţia (3) 
care caracterizează evoluţia impusă de factorul analitic valorilor 
frecvenţei unui mod de vibraţie în jurul valorii de referinţă pe un interval 
de temperaturi dat şi valoarea funcţiei de aproximare a curbei reale de 
variaţie a valorilor frecvenţelor proprii determinată experimental (FEM) 
pentru aceeaşi valoare ΔT. Expresia generalizată a factorului de 
corecţie astfel determinat este de forma: 

. .( ) ( )i i in A i in masC f T f T         (8) 

în care fi-in.A.(ΔT) este valoarea frecvenţei proprii a modului i de vibraţie 
determinată analitic cu relaţia (3) în funcţie de valoarea măsurată 
(FEM) pentru starea de referinţă la temperatura T0, pentru o valoare 
ΔT.  

 
Temperatura [°C] 

Fig. 4  Model pentru determinarea valorilor factorilor de corecţie prin diferenţă 

  
 Ecuaţiile obţinute în urma aproximării curbelor de variaţie a 
valorilor frecvenţelor proprii determinate analitic cu relaţia (3) şi FEM 
sunt date de relaţiile (9), respectiv (10). 
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 Prin înlocuirea relaţiilor (9) şi (10) în relaţia (8) obţinem formula 
de calcul a valorilor factorilor de corecţie pentru frecvenţele filtrate 



corespunzătoare modului 3 de vibraţie a grinzii studiate, pentru orice 
valoare ΔT cuprinsă în intervalul monitorizat, caracteristică acestei 
metode, de forma: 
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4. Concluzii 
  
 ■ În această lucrare s-a prezentat deducerea formulei de calcul a 
valorilor frecvenţelor proprii ale grinzii încastrate la ambele capete în 
funcţie de diferenţele de temperatură şi elasticitatea reazemelor. Pe 
baza acestei formule a fost dezvoltat un algoritm de filtrare a valorilor 
frecvenţelor proprii în scopul eliminării modificărilor produse de variaţia 
temperaturii.  

■ Cercetările efectuate au arătat că valorile frecvenţelor proprii 
determinate prin alte metode (FEM sau experimental) pot avea o 
evoluţie diferită pe intervalul de temperaturi analizat comparativ cu 
valorile determinate analitic cu formula dedusă. Aceste diferenţe se 
răsfrâng asupra rezultatelor procesului de filtrare, care pot suporta erori 
considerabile.  

■ Pentru limitarea erorilor de filtrare, în scopul obţinerii unor date 
viabile necesare proceselor de monitorizare s-a dezvoltat un algoritm 
de corectare prin aplicarea căruia s-a obţinut o reducere a erorilor de 
filtrare a valorilor frecvenţelor proprii ale grinzii cu caracteristicile 
prezentate anterior, determinate FEM, de la un maxim de aproximativ 
25 % la 0,46 %. 
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