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DYNAMIC STIFFNESS COEFFICIENT 
 

The objective of the paper is to describe and determine the Fourier 
transform to define a passage relation of a signal from the time domain to a 
frequency domain. The process allows the identification of frequencies but does 
not provide complete information about the behavior of the system, in the sense 
that it does not allow the interpretation of frequency evolution over time. For this 
reason, I propose the use of time-frequency analysis. 
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1. Introducere 
 
Există două metode de identificare a rigidități dinamice a 

materialelor elastice, acestea fiind prezentate în literatură, prima se 
bazează pe spectrul de răspuns a elementului elastic [8], a doua pe 
frecvența de excitație foarte aproape de frecvența proprie a elementului 
elastic apărând fenomenul de rezonanță [3], [8]. 

Pentru a putea determina cu mare precizie pseudo perioada T* 
și a avea o citire mai bună am realizat un algoritm care utilizează 
măsurătorile dar semnalul este prelucrat utilizând reprezentările timp-



frecvență. În continuare sunt prezentate principalele noțiuni legate de 
reprezentările timp-frecvență [8], precum și modul concret de utilizare a 
acestora în determinarea pseudo perioadei T*. 

 
2. Metoda utilizând reprezentarea timp-frecvență 
 
Pentru început se procedează la determinarea transformatei 

Fourier. Aceasta definește o relație de trecere a unui semnal din 
domeniul timp în reprezentarea sa din domeniul frecvență. Se 
descompune semnalul original x(t) în componente armonice, 
identificându-se conținutul spectral al semnalului . 
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unde t este momentul curent 

Folosind următoarea terminologie:  

- ( ) ( ) f̂A =  - amplitudinea în frecvență a lui x, [dB]; 

- ( )( ) RA,   - spectrul în amplitudine a lui x; 

-  2  - frecvența curentă, [Hz].  

Acest proces permite identificarea frecvențelor, dar nu oferă 
informații complete cu privire la comportamentul sistemului, în sensul 
că nu permite interpretarea evoluției frecvenței în timp. Din acest motiv 
introducem în transformata Fourier dependența de timp prin localizarea 
spectrului în frecvență cu o fereastră, STFT: 
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unde w(t) este funcția de fereastră iar * reprezintă operația de 
conjugare complexă 

De obicei se folosește o fereastră Hann sau una Gaussiană, 

centrată în jurul originii. Indicele de timp   permițând localizarea 

temporală a componentelor în frecvență pe durata ferestrei w(t). 
Pătratul valorii absolute a transformatei Fourier în timp scurt ne 

dă spectrograma funcției, descrisă prin relația: 
2
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Reprezentarea grafică este ilustrată în figura 1, ea poate fi 
recunoscută prin faptul că distribuția timp-frecvență are rezoluție 
limitată din cauza compromisului dintre rezoluția temporală și rezoluția 



frecvenței în planul timp-frecvență, deoarece: pe de o parte, o bună 
rezoluție necesită o bandă îngustă de propagare w(t); pe de altă parte, 
o bună rezoluție în frecvență necesită un filtru de bandă îngustă adică 
semnal w(t)  mai lung. 

 

 
 

Fig. 1 Spectrograma transformatei Fourier 

 
Definiția STFT este dependentă explicit de o fereastră w(t) care 

limitează evaluarea transformatei Fourier la o vecinătate dată de 
lungimea ferestrei utilizate. Fereastra introdusă în acest mod poate fi 
considerată un instrument de măsurare, cu consecința că distribuția 
timp-frecvență depinde de semnal și de fereastră. În loc să fixăm o 
fereastră arbitrară w(t), încercăm să alegem fereastra să depindă 
adaptiv de semnalul analizat. Considerând transformata STFT ca o 
operație de filtrare liniară, putem lua ca și fereastră versiunea inversată 
în timp a semnalului analizat și anume w(t) = x(-t), astfel: 
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nu este altceva decât distribuția Wigner-Ville pentru un semnal x(t). 
Reprezentarea timp-frecvență dată de distribuția Wigner-Ville 

prezentată în figura 2 [1, 4], oferă o rezoluție crescută în raport cu 
spectrograma deoarece prin definiție distribuția Wigner-Ville depinde 
numai de semnalul analizat. În figura 2.a, este prezentată distribuția 



Wigner-Ville pentru un semnal x(t), aceasta poate fi afectată de 
legătura spectrală, de asemenea pot apărea interferențe datorită 
caracterului său pătratic figura 2.b. 

  
Fig. 2 Distribuția Wigner-Ville 

 
Utilizând netezirea în timp, frecvență și instrumente pentru  

evitarea suprapoziției, acuratețea spectrului de frecvențe este mai 
precisă, prin înlocuirea: 
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ne dă așa numita distribuție Pseudo-Wigner-Ville: 
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Funcția h() limitează ordinul integralei în , echivalent cu 
netezirea în frecvență. Rezoluția rămâne destul de bună iar 
interferențele în regiunea de tranziție sunt reduse. Acest fapt poate fi 
observat în figura 2.c. Prin uniformizarea distribuției Pseudo-Wigner-
Ville în timp rezultă următoarea relație: 
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unde t este definit ca o convoluție în raport cu timpul t, funcția g(t) este 
funcția de uniformizare în timp. 



3. Discretizarea și transformata Gabor 
 
În aplicația noastră, semnalul este generat de măsurători, este 

obținut sub forma unui șir discret de numere reale sau complexe, x[n], 
Zn  . Utilizând o fereastră de obicei cu suport compact φ, 

transformata Fourier în timp scurt (STFT) a semnalului x, este dată 
pentru Zk   și f din [-0.5, 0.5] de expresia: 
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În practică, vom folosi o variantă sub-eșantionată a formulei (9). 
De asemenea, deoarece fereastra φ are lungimea finită l, vom avea un 
număr finit de intervale de frecvență. Astfel, se obține rezultatul unei 
transformate STFT eșantionate, care se numește transformata Gabor, 
aceasta este o matrice de dimensiunea N×M, unde N este numărul de 
translații cu o constantă de timp a și M este numărul de intervale de 
frecvență, adică lungimea transformatei FFT este dată de l/b, unde b 
este o constantă pentru translația în frecvență. Pentru un punct de 
vedere mai general, putem considera coeficienții Vφx(ka,mb), obținuți 
prin sub-eșantionarea relației (9), ca și produse interioare dintre 
semnalul x și ferestrele φ translatate în timp și frecvență. Produsul 

interior dintre x și LCy   este definit cu ajutorul formulei: 
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Funcția φ are rolul de funcție fereastră, definită de operatorii de 
translație Tkx[n]=x(n-k) și de modulație sau translație în frecvență ca 
M1x[n]=e-2πi/Lx[n]. Pentru a calcula transformata Gabor, aplicăm 
operatorii de translație și modulație, unei latice regulată figura 3 [IV]. 

 
Fig. 3 Laticea regulată a distribuției geometrice 



Pentru un semnal reprezentând vibrația unui corp solid figura 
4.a, se prezintă o comparație a metodelor de vizualizare a 
reprezentărilor timp-frecvență descrise mai sus, în care se remarcă 
rezoluția spectrală mai bună pentru distribuția Wigner-Ville (d) 
comparat cu spectograma STFT (b) și Gabor (c).  

 
Fig. 4 Reprezentarea vibrației unui corp solid (a) și spectograma (b) 

transformata Gabor (c) respectiv Wigner-Ville (d)  

 
4. Îmbunătățirea citirii în planul timp-frecvență 
 
Pentru îmbunătățirea citirii informațiilor oferite de transformatele 

prezentate anterior, vom utiliza două metode, ambele pot fi aplicate 
pentru îmbunătățirea citirii tuturor celor trei transformate timp-frecvență 
[68], prezentate anterior și anume spectograma STFT, distribuția 
Wigner-Ville și transformata Gabor. 

Valoarea pe care reprezentarea timp-frecvență o are într-un 
anumit punct (t,f) al planului timp-frecvență nu poate fi considerată 
punctuală ci ca un rezultat al sumării unei transformate STFT sau WVD 
continue în interiorul unui domeniu timp-frecvență definit ca și suportul 
esențial al ferestrei de analiză [2]. De aceea, o distribuție de valori este 
însumată după un singur număr, acesta fiind atribuit centrului geometric 
al domeniului peste care distribuția este considerată:  
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unde X este transformata STFT și XTh este transformata translatată cu 
Th. 

Distribuția timp-frecvență este similară cazului din mecanică 
când masa totală a unui obiect este atribuită centrului său geometric, 
care nu este valabil pentru cazul materialelor anizotrope [66]. 
Redistribuirea plasează masa în centrul de greutate, potrivit la oricare 
tip de materiale, izotrope sau nu figura 5. 

 
Fig. 5 Redistribuirea (b.) a spectogramei (a.) 

 
Din figura 5 se observă că citirea frecvențelor după 

redistribuire, în fereastra a doua (b.), se poate face mult mai precis 
decât în prima fereastră (a.) în care este prezentată spectrograma. 

Metoda Lasso, îmbunătățește citirea distribuției timp-frecvență 
la semnalele provenite din măsurători de vibrații prin minimizarea 
semnalului x: 
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unde în loc de matricea T putem să aplicăm oricare din transformatele 
de mai sus.  

Norma 1 este cea care de obicei ne dă reprezentarea cu 
matricea cea mai rară. Această metodă de regularizare reduce numărul 
de variabile de care este dependentă soluția. În cazul nostru această 
metodă ne ajută la eliminarea frecvențelor nedorite sau reziduale și 
forțează frecvențele proprii să urmeze o linie în planul timp-frecvență. 

În statistică, minimizarea iterativă este cunoscută sub numele de 

„Lasso“ [6]. Alegerea variabilei prag   , este de obicei delicată și 

depinde de modelul de semnal analizat. De fapt, prin creșterea lui  , 

presupunem o variantă mai mare a zgomotului şi vom obține o soluție 
cu mai puține variabile. 



Pentru semnalul provenit din achiziția de date prin măsurători pe 
un element care vibrează figura 6.a, folosim următorul procedeu 
iterativ:  

- aplicăm transformata și obținem spectrograma figura 6.b; 
- aplicăm un filtru trece sus după pragul lambda; 
- recuperăm semnalul din coeficienții transformatei aplicate 
figura 6.c; 
- aplicând din nou transformata și obținem spectograma 
îmbunătățită figura 6.d. 

 

 
Fig. 6 Metoda Lasso pentru Lambda 0,2 

 

 
Fig. 7 Metoda Lasso pentru Lambda 1,6 

 



În figura 6 Lambda este egal cu 0,2 și diferența dintre semnalul 
original și cel reconstruit este 0,0046, iar în figura 7 Lambda este egal 
cu 1,6 diferența dintre semnalul original și cel reconstruit este 0,0068. 

 
5. Metodologia dezvoltată 

 
Metodologia dezvoltată pentru determinarea cu exactitate a 

frecvențelor la rezonanță combină cele două metode prezentate. Într-o 
primă fază sunt materializate reprezentările timp-frecvență de natura 
spectrogramei Wigner-Ville și a transformatei Gabor, iar cea mai clară 
reprezentare este finisată cu metodele de redistribuire respectiv Lasso. 
Frecvența determinată pentru cea mai mare amplitudine a reprezentării 
timp-frecvență este apoi utilizată la determinarea coeficientului de 
rigiditate dinamică figura 8. 

 
 

Fig. 8  Schema de lucru utilizând metoda timp-frecvență 

 



6. Concluzii 
 

■ În urma analizei efectuate prin prelucrarea datelor în Matlab 
și aplicarea transformatei Fourier s-au obținut spectograma STFT, 
spectrele Wiegner-Ville și Gabor.  

■ În urma alegerii variantei celei mai bune s-a putut determina 
frecvența fundamentală a pseudo-pulsației utilizând una din cele două 
metode: de redistribuire în planul timp-frecvență sau prin metoda 
Lasso.  
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